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HAUPTAUFSÄTZE 


Die praktische Berechnung 
biegefester Kugelschalen, kreisrunder Fundamentplatten auf 
elastischer Bettung und kreiszylindrischer Wandungen in 


gegenseitiger monolither Verbindung. 
Von P. PASTERNAK in Zürich. 


en Ausgangspunkt der neueren T'heorie biegefester Rotationsschalen bildet eine 
grundlegende Arbeit H. Reißners über Spannungen in Kugelschalen, die in der 

Müller-Breslau-Festschrift vom Jahre 1912 enthalten ist und auch die Anregung 
zu vorliegender Abhandlung gegeben hat '). 

Durch passende Wahl der Variabeln war es Herrn Reißner auf Grund der Loveschen 
Ansätze gelungen, das Elastizitätsproblem der biegefesten symmetrisch belasteten Kugel- 
schale auf die Lösung zweier gewöhnlicher simultaner Differentialgleichungen mit demselben 
Differentialoperator zurückzuführen. Bald hierauf wurde zu dieser Theorie von Herrn 
E. Meißner?) der Schlußstein gelegt. indem er zeigte, daß dieselbe Symmetrie der Grund- 
gleichungen bei allen Rotationsschalen erreicht werden kann und daß sich gerade in den 
praktisch wichtigsten Fällen der Rotationsflächen konstanter Krümmung, d.h. bei der 
Kugel-, Kegel- und Ringfläche die Lösungen der sich ergebenden simultanen Diffe- 
rentialgleichungen als Lösungen einer einzigen hypergeometrischen Differentialgleichung 
finden lassen. Weitere Arbeiten Meißners und seiner Schüler’) bauen die Biegetheorie 
symmetrisch belasteter Schalen in mathematischer Richtung aus, bedürfen aber noch der 
Ergänzung für den praktisch tätigen Bau- und vielleicht auch Maschineningenieur. Die 
strenge Lösung von E. Meißner setzt nämlich funktionentheoretische Kenntnisse voraus, 
die selbst mathematisch geschulten Ingenieuren häufig fehlen. 


!) Auszug aus einem druckfertigen Buche des Verfassers: Bereehnung vielfach statisch unbestimmter 
bierefester Stab- und Flächentragwerke. 

2) E. Meißner. Das Elastizitätsproblem für dünne Schalen von Ringflächen, Kugel- oder Kezelform. 
Physik. Zeitschrift 1913. S. 343 bis 349. 

3) Es seien nur noch die Promotionsarbeiten über die Kugelschale des Herrn Bolle (1916) und 
über die Kegelschale der Herren Dubois (1917) und Honegger (1919) erwähnt. 


| 
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Glücklicherweise verlangen die konstruktiven Aufgaben des Baufaches gar nicht 
diesen höchsten Grad von Präzisionsrechnung, wie er zum Teil im Maschinenbau notwendig 
erscheint; ja man kann geradezu behaupten, daß die sogen. streng mathematischen 
Lösungen baustatischer Probleme häufige nur eine scheinbare Genauigkeit in der Erfassung 
des innern Kräftespiels vortäuschen. Die großen Schwankungen, denen die Elastizitäts- 
konstanten (E, G, m) unserer mit Ausnahme des Flußeisens anisotropen Baumaterialien 
(Holz, Stein, Beton, Eisenbeton) unterworfen sind, vor allem aber die Unmöglichkeit 
die Gesamtheit der äußern und innern Deformationsursachen rechnungsmäßig zu erfassen, 
ebenso den in der Theorie angenommenen »Rand« oder Auflagerbedingungen konstruktiv 
(ohne übermäßige Kosten) in vollkommener Weise zu entsprechen, alle diese Umstände 
gestalten im PBaufach jede Hlastizitätsberechnung von vornherein zu einer Nähe- 
rungsrechnung. Folgende Worte Fr. Engessers!) dürfen hier angeführt werden: »Die 
technischen Probleme sind nicht als bloße Anwendungen der Mathematik anzusehen, die 
Mathematik ist für uns vielmehr nur die Dienerin der Technik. Eine einfache, auf Erfassung 
der wesentlichen Bedingungen aufgebaute Formel ist zweckmäßiger als eine möglichst 
mathematisch exakte aber undurchsichtige Formel, die, insofern sie doch nicht alle 
wesentlichen Bedingungen enthält, doch nicht wirklich exakt ist und außerhalb den Ein- 
flissen der maßgebenden Größen sich nicht ohne weiteres klar erkennen und verwenden 
läßt. Der Konstrukteur braucht durchsichtige Formeln, die dabei aber selbstverständlich 
die Verhältnisse im wesentlichen richtig darstellen müssen«. 

Biegefeste Vollwand- und Rippenschalen, besonders in Kugelform, ebenso kreisrunde 
Fandamentplatten auf elastischer Bettung finden im Hoch- und Behälterbau seit dem Auf- 
schwung der Eisenbetonbauweise häufige Anwendung. Sie sind als Decken und Böden 
kreisrunder Hoch- und Tiefbehälter monolith mit der zylindrischen Wand verbunden. 
Im folgenden wird ein einfaches Verfahren entwickelt zur Abschätzung der Biegebean- 
spruchungen in solchen Behältern. Es wird gezeigt: 

1. daß die Ableitung der Diiierentialgleichungen des EHlastizitätsproblems der 
biegefesten Rotationsschalen vereinfacht werden kann durch völligen Verzicht auf die von 
Love eingeführten Verschiebungskoordinaten « und w (u — tangentiale Verschiebung, 
w — radiale Verschiebung). 

2. daß man die Differentialgleichungen der Kugelschale und der kreisrunden 
Platte auf elastischer Bettung in ähnlicher Weise wie die Dilierentialgleichung der kreis- 
zylindrischen Wand elementar und bequem durch ein System symmetrischer fünfgliedriger 
Differenzengleichungen, deren Vorzahlen bis auf eine Schalenkonstante tabellarisch ein 
für allemal gegeben werden, auflösen kann. 

3. daß die vorgeschlagene Differenzenmethode zwangläufig auch zu Näherungs- 
lösungen der genannten Diiferentialgleichungen in elementarer und geschlossener Form führt, 
aus denen sich überraschend einiache gebrauchsiertige Formeln für die drei Eintlußzahlen 
der elastischen Schalen bzw. Plattenbewegungen ergeben. 


I. Die biegefeste, elastisch dreh- und verschiebbar gelagerte symmetrisch 
belastete Kugelschale. 


1. Ableitung der Reißner’schen Differentialgleichungen. Wir denken uns 
die monolithe Verbindung der rotationssymmetrisch belasteten Kugelschale mit der sie 
stützenden zylindrischen Wand- oder dem Ringträger, bei Kuppeln und Hochbehältern, 
gelöst und ersetzt durch Rollenkipplagerung längs des gemeinsamen Parallelkreises der 
Mittelfläche der Schale und des Stützkörpers, mit radialer Führung in diesem Randkreis 
(Abb. 1). In dem so gewählten Hauptsystem sind als überzählige Auflagerkräite die am 
Randkreis gleichförmig verteilt wirkenden radialen spezifischen Schubkräite 77 und in den 
Meridianebenen gelegenen Biegemomente A anzubringen, nach dem Wechselwirkungs- 
gesetz sowohl an der Kugelschale als auch dem Stützkörper. H und M erhalten das 
positive Zeichen nach Abb. 1 und ergeben sich, wie die Ueberzähligen jedes andern 
zweifach statisch unbestimmten Systems, aus zwei Elastizitätegleichungen von der Form 


. H —+ = 0 
Diese Gleichungen bringen die bekannten Kontinuitätsbedingungen zum Ausdruck, 
daß im Hauptsvstem 1. die gegenseitigen Drehungen der Mittelflächennormalen und 2. die 


I) €, J. K. Kriemler: F. Engesser zum 70. Geburtstar. Eisenbau 1918. 8. 21. 
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gegenseitigen radialen Verschiebungen 
im gemeinsamen Randkreis infolge 
der Wirkung der äußern Belastungen 
(aı0, @2o) und der M und H zu ver- 
schwinden haben. Der Punkt in der 
zweiten Gleichung deutet die Gleich- 
heit der gegenseitigen Verschiebungen 
dıa =azı an, die sich, dank der all- 
eemeinen Gültigkeit des Maxwell- 
Mohrschen Reziprozitätsgesetzes, bei 
biegefesten Flächentragwerken ebenso 
richtig wie bei Stabtragwerken ergeben 
muß. Die fünf gegenseitigen Ver- 
schiebungsgrößen «a,, stellen sich in 


der Form dar 


Die Beiträge a, „ von der Zylinder- 


wand oder dem Ringträger sind sehr 
einfach zu bestimmen. Ich gebe des- 
wegen die Ableitung der entsprechen- 
den Formeln erst nachträglich, um die 
ganze Aufmerksamkeit des Lesers zu- | 
nächst auf das weit schwierigere 
Problem der Bestimmung der elasti- 
schen Verschiebungen der Kugelschale 
zu lenken. Ebenso will ich, um die 
nachfolgenden Entwicklungen zu ver- 
einfachen und übersichtlicher zu ge- Ann. 1. 
stalten, jetzt schon ein später sich 
ergebendes, für die praktischen Berechnungen bedeutungsvolles, Resultat aussprechen. 
In sämtlichen praktisch wichtigen Belastungsfällen (konstanter oder 
bei Behälterböden als konstant anzunehmender Flüssigkeitsdruck, Eigen- 
gewicht, gleichförmig verteilte Belastung auf Horizontalfläche z. B. Schnee- 
druck, Temperatureinfluß usw.) treten in der nach Abb. I (statisch bestimmt) 
gelagerten Kugelschale entweder gar keine oder dann praktisch vernach- 


lässigbare Biege- und Schubspannungen auf. Die Beiträge «,,„ @, an die 


Belastungsglieder können also immer unter Annahme einer statisch be- 
stimmten Spannungsverteilung in der Kugelschale, d. h. unter alleiniger 
Berücksichtigung der gleichförmig verteilten Radial- und Tangentialspan- 
nungen ermittelt werden nach den Textformeln (4) und (5), eventuell unter 
Weglassung der von der Querdehnung (vr) herrührenden Beiträge'). Die 
genannte Vernachlässigung ist auf dem Gebiete des Eisenbetonbaus, wie noch näher zu 
beweisen sein wird, unbedingt zulässig. 

Das Elastizitätsproblem der einseitig offenen Kugelschale reduziert sich also für 
die Praxis auf die Bestimmung «er zu M—1ı und H-— 1 gehörenden Einflußzahlen 
a3, a, und der Spannungszustände. 

Nach Auflösung der Elastizitätsgleichungen (1) findet man nämlich die endgültigen 
Spannungen durch Uebereinanderlagerung der von den Belastungen in der statisch 
bestimmten Kugelschale hervorgerufenen als gleichförmig verteilt angenommenen Span- 
nungen und der Spannungen infolge M und H. | 

Es sei auch hier bemerkt, daß man für jeden rotations-symmetrischen Belastungsfall 
der Kugelschale, für welchen ein partikuläres Integral gar nicht oder nur durch sehr 
komplizierte Formeln sich finden läßt, die 7 und N nach dem Einflußlinienverfahren 
erhalten kann. Man hat dazu die Linien der vertikalen und horizontalen Durchbiegungen 
des Meridians infolge M= I und H— I zu berechnen. 


I) Dieses praktisch wichtige Ergebnis ist für Eigengewicht in der erwähnten Arbeit Prof. Reißners 
ausgesprochen. 


| 
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Wir brauchen uns also in der Folge hauptsächlich nur mit der homogenen Ditie- 
rentialgleichung des Problems zu beschäftigen. Wir führen die Bezeichnungen ein: 


Radius der Mittelfläche; 
h konstante Stärke der Schale; 


v = 1/m, wo m — Poissonsche Konstante; 

— y“ 


firkeit im Gegensatz zur Balkensteifigkeit J E); 
‘, «, Zenithdistanzen in Bogenmaß, eines beliebigen bzw. Randkreispunktes, oder 
Neigungswinkel der Meridiantangente zur Schalenachse; 
T,, T, zentrische spezifische Normalkräfte, längs der Meridian und Parallelkreise wirkend; 
als Druckkräfte positiv gerechnet; 
@,, @, spezifische Biegemomente in den Meridian bzw. Parallelkreisebenen, positiv bei 
einer Verbiegung der Schale nach innen; 

N spezifische Schubkraft im Mantel des Normalenkegels (Kugelradienkegels) durch 
den betrachteten Parallelkreis, positiv bei Wirkung vom Kugelmittelpunkt nach 
außen; 

# Aenderung der Meridiantangenteneigung « infolge der Deformation der Mittel- 
fläche in eine Rotationstläche mit kleinerer Krümmung; 

EV 
d=\\ 
12 (1 — vd) r 
v, vo E-fache horizontal-radiale Verschiebung eines beliebigen Punktes der Mitteltläche 
bzw. eines Lagerkreispunktes. 
Als Hilfsgrößen, die in der Berechnung nicht verbleiben, führen wir endlich die 
wahren spezifischen Meri- 
dian- und Parallelkreisdeh- 


nungen & ein. Alle auf- 
tretenden Ableitungen sind 
u \ nach « genommen. 


Unser Problem enthält 


also 7 Variable, nämlich fünf 
N Zi Schnittkräfte und die beiden 
Verschiebungsgrößen v, % 
bzw. d, zu deren Besimmung 
7 Gleichungen vorhanden sein 

N müssen. 
| wi Drei davon sind ohne 
| weiteres als die Gleichge- 
wichtsbedingungen der fünf 


Schnittkräfte, die an einem, 
von zwei benachbarten Meri- 
dian- und Parallelkreisen be- 
erenzten Schalenelement !) an- 
greifen, gegeben. Setzt man 


7 die im Meridian gemessene 
Länge ds des Elementes 
Nrsin a+{Nsın a)'r gleich der Einheit, ebenso 


“den Winkel dg zwischen den 
beiden benachbarten Meri- 
dianen, so daß die im Par- 
allelkreis gemessene Element- 
länge rsin« beträgt und be- 
nützt man den leicht ersicht- 
lichen Satz, daß die Resul- 
tierende zweier gleich großen 
Kräfte (Momente), deren Wir- 
Abb. 2. kungslinien (Ebenen) einen 


)) Wobei natürlich stillsehweigend als Vertreter des Sehalenelementes das entsprechende Element 
der Mittelfläche zu gelten hat. 
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sehr kleinen Winkel miteinander bilden, gleich ist dem Produkt aus dieser Kraft (Moment) 
und dem Winkel im Bogenmaß, so kann man das Gleichgewicht der genannten Kräfte 
gegen Verschieben in Schalenachsenrichtung und in Richtung des Kugelradius, ebenso 
gegen Drehen unmittelbar anschreiben 


Tı+Negae=0, (Nsin«) -+(Tı + TR) sin « 0 (0) 
sin «)' — N rsin « — 0 2). 


Außer den Randlasten sind, wie vorausgesetzt, keine anderen äußeren Belastungen vor- 
handen. Die Gl. (2) gehen durch Ausführung der Ableitungen und Kombination der 
beiden ersten über in 


T, = — N ctg — N’, G, G,) cig — Nr (2a). 


Die noch fehlenden 4 Gleichungen müssen sich als Elastizitätsbedingungen, d.h. als Be- 
ziehungen zwischen den Schnittkräften und den beiden Deformationsgrößen d und v» finden 
lassen. Zunächst drängt sich der Zusammenhang zwischen den Biege-Momenten und der 


Winkeländerung % auf. 
Nach dem Superpositionsgesetz kann man die Beziehungen anschreiben 


JE JE 


/ 
Die erste dieser beiden Gleichungen versteht sich von selbst. Die zweite der Gleichun- | 


gen verlangt den Nachweis, daß der Winkel zwischen zwei Flächennormalen desselben 
Parallelkreises für eine Bogenlänge Eins durch die Deformation sich um den Betrag un 


verkleinert. Diese Einsicht wird durch die Beziehung — ‚. wo in- 
. rsın 
folge der Kleinheit von 1 und sin _ gesetzt werden darf, gewonnen. 


"sin « 
ist dabei der in Frage kommende Flächennormalwinkel vor und ” ch ' nach der De- 
rsın «a 
formation (Abb. 2). 
Die Biegeformeln des geraden Balkens dürfen ohne weiteres benützt werden, da 
bei Eisenbeton-Kuppel- und Behälterböden und Decken das Verhältnis ° immer sehr 


h 
groß ist. | 
Aus (3) folgen die Beziehungen 


| 

E | 


Von den zwei noch fehlenden Elastizitätsbedingungen ist die eine ohne Rechnung 


\ anzuschreiben. Die gesuchte F-fache Horizontalverschiebung hängt «doch nur von 
T, und 7, ab. Man ersieht ohne weiteres die Richtigkeit der Beziehung BE; bad 
r sin a h 
Ta Tı 


so daß sehr einfach v=rsin«: wird. Bleibt noch eine einzige Elastizitätsbe- 


bedingung aufzustellen. Man braucht sie nicht lange zu suchen, da oifenbar die Entstehung 
der ® nur durch die Dehnungen der Meridiane und Parallelkreise erklärt werden 
kann, demnach eine eindeutige Beziehung zwischen 9, &, & oder d, Tı, T, vor- 
handen sein, und sich auf unmittelbarem Wege ergeben muß. Diese letzte, und für eine 
rationelle Lösung des behandelten Problems besonders wichtige, Verknüpfung findet man 
leicht durch Anwendung des Gesetzes der Vebereinanderlagerung. Da %, &,,&, verschwin- 
dend kleine Verschiebungsgrößen bedeuten, darf man ö in der Form 0 -- 0, +%, darstellen, 
wo 9 nur den Einfluß der Meridiandehnungen, ö, jenen der Parallelkreisdehnungen 
umfaßt. Setzt man zunächst & in allen Parallelkreisen gleich 0, so ergibt sich aus dem 
leicht ersichtlichen Ansatz für & (vgl. Abb. 3) 


dx dx 


cos @ cos (@ + I sin 
= — = — 


dx cos (a + 4) 


cos « 


_ | 


4 Ztschr. f. angew. 
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Ebenso leicht ergibt sich 9 aus der Bedingung, daß bei & — 0 die entsprechenden 
Bogenelemente des ursprünglichen und des deformierten Meridians die gleiche Länge be- 
sitzen (Abb. 4) Diese Bedingung lautet 


d (r sin «) \(L— 7 sin a] 
cos cos (m + 
oder cos («+ — &) sin ea], 


woraus sich durch beiderseitige Auswertung ergibt 
— & + & 
Man hat also jetzt 


oder 
Eh9d=12(1— ( d — Tı) + (7 — Tı)(1+9) ctg 
wobei ich die schon früher gefundene Herizontalverschiebung mit dem gefundenen U als 
zusammengehörig unter dieselbe Hauptgleichungsnummer vereinige. 


(4), 


v— rsin 


.—— 


/ \ L d 
37 / 
/ 
/ 
\ 
RAs4923 RAs49 72% 
Abb. 3. Abb. 4. 


Die Gegenüberstellung der Gl. (2a) — (4) läßt leicht erkennen, daß sich sämtliche 
gesuchten Größen auf die beiden Grundvariabeln N und d zurückführen lassen; anderer- 
seits braucht man nur die Ausdrücke (3a) in die dritte der Gl. (2a), entsprechend die 
beiden Ausdrücke für 7; und 7, aus (2a) in (4) einzusetzen, um nach leichter Rechnung 


die beiden simultanen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
(tg’a+r)Vi=N 
N"+N — (tg! a—ı)N=--12(l ( 
die das Problem lösen, zu erhalten. 


2. Auflösung der simultanen Differentialgleichungen in symmetrische 
fünfgliedrige Differenzengleichungen. Ist einmal für irgend ein bautechnisches 
Problem die Dilierentialgleichung gewonnen, so bestehen eigentlich für den Statiker zu 
ihrer Auflösung keine prinzipiellen Schwierigkeiten mehr, vorausgesetzt, daß die Randbedin- 
gungen sich überhaupt rechnerisch erfassen lassen. Er weiß aus der Einkleidung des 
Problems, daß die gesuchten Funktionen zu den »vernünftigen« gehören, d.h. daß die ge- 
suchten Biege- und Momentenlinien usf. innerhalb der in Frage kommenden Integrations- 


Vgl. »Spannungen in Kugelschalen« von H. Reißner, in Festschrift Heinrich Müller- 


Breslau, S. 192. 
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bereiche keine Unstetigkeiten noch Singularitäten und auch keinen stürmischen Wellen- 
wechsel aufweisen '). Dies muß ihn auf den Gedanken führen, die Difierentialgleichungen 
auf ein ihm vertrautes Gebiet überzuleiten, nämlich auf den Rechengang vielfach statisch 
unbestimmter kontinuierlicher 'Tragwerke. Dieser Uebergang vollzieht sich in der ein- 
fachsten Weise durch die Differenzenrechnung. 

Man teilt bei gewöhnlichen Difierentialgleichungen die gegebene Integrationsstrecke 
am besten in gleich große Intervalle J und sucht die Funktion durch die Ördinaten in 
den Teilpunkten zu bestimmen. Bezeichnet man irgend einen Teilpunkt mit 0, die links 
und rechts aufeinanderfolgenden mit 1, —2, —3...1,2,3... die zugehörigen 
Ordinaten entsprechend mit %o, Y-1, %-2, Y3 » Yı, Y2, Ys, . So darf man bei genügend 
kleinem / (die Größe von A hängt vom mutmaßlichen Verlauf der Funktion ab) das 
Kurvenstück durch drei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte, z. B. durch die Punkte P-, 
P,, Pı, als eine quadratische Parabel auffassen, deren Gleichung 

, 


2 4° 24 + 


mit 0 als Nullpunkt sich leicht aus den 3 Bedingungen 

d, 0, + A; = Y-ı, Yo, Yı 
findet. Durch Bildung der ersten und zweiten Ableitungen erhält man für die Stelle 0 
die ersten und zweiten Differenzen 


Yyı — Y-ı + 
94 = . . . . (6), 


. 


die angenähert die ersten und zweiten Ableitungen ersetzen. Stellt man dieselbe Be- 
trachtung an der zur gesuchten Funktion zugehörigen ersten Differentialkurve an, so er- 
hält man für die betrachtete Stelle auch die dritte und vierte Äbleitung 


„ ‘ \ 
7 2 9 | 


(6a). 


2? / 


Aus den Formeln (6) und (6a) erkennt man leicht die allgemeinen Bildungsgesetze für die 
angenäherte Darstellung der höheren ungeraden und geraden Ableitungen durch lineare 
Funktionen der gesuchten yx Werte. Als Vorzahlen treten die aufeinanderfolgenden 
Binomialkoeffizienten oder deren Differenzen mit alternierenden Vorzeichen bei den geraden 
Ableitungen bzw. ungeraden Ableitungen auf?) Ich verzichte auf die Wiedergabe der 
leicht auizustellenden allgemeinen l’ormeln, da man in der Statik höhere Ableitungen als 
die vierten selten braucht. 

Es sei nur noch betont, daß man auch die Differenzenformeln für die partiellen 
Ableitungen einer Funktion zweier Variabeln in kartesischen Koordinaten unmittelbar aus 
Ersatzparabeln in Normalschnitten parallel zu der XZ- und Y7Z Ebene ablesen kann’). 
Ersetzt man in den fast ausschließlich bei statischen Aufgaben auftretenden gewöhnlichen 
Ditferentialgleichungen 2. und 4. Ordnung für jede angenommene Schnittstelle die Ab- 
leitungen durch die Difierenzenformeln (6) und (6a), so erhält man, unter Berücksichtigung 
der 2-1 bzw. 2:2 Randbedingungen sogenannte drei- bzw. fünfgliedrige Differenzen- 
gleichungen, von den allgemeinen Formen der Schemata I und la, die sich außerordent- 
lich einfach und rasch mit Hilfe des durch den abgekürzten Gaußschen Algorithmus 
gegebenen systematischen Veriahrens auflösen lassen, da bei dreigliedrigen (rleichungen 
nur eine Kolonne von lestverhältnissen bei fünfgliedrigen deren zwei auftreten. Zur Ver- 
meidung von Wiederholungen werde ich das in technischen Kreisen leider noch wenig 


I), Hier zeigt sich die schon in der Kinleitung hervorgehobene naturgemäß verschiedene Ein- 
stellung des Inzenieurs und des reinen Mathematikers zu den mathematischen Problemen der Technik. Der 
Ingenieur stützt sich auf Evidenzen, der Mathematiker soll und muß sie beweisen und bekanntlich ge- 
hören Existenzbeweise zum schwierigsten Tell der Mathematik. 

*) Bei analytischer Definition ergibt sieh natürlich für die Differenzen gerader und ungzerader 


Ordnung dasselbe Bildunesgesetz, mit den Nachteil aber, daß bei aufsteizender Ordnung die zurehörire 
Schnittstelle sieh ebenfalls verschiebt. 
”); Ich erwähne dies, weil H. Marcus in seinem verdienstlichen Buche über »Die Theorie elasti 


scher Gewebes usw., Springer 19214, von einer komplizierten Ersatzfläche ausgeht, 


Pr 


| 
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Schema |. 
Nr. der Bel. 
al. y 44 Yn Glieder 
ayı aı2 
2 azı a22 a20 
a33 a34 a30 
4 
n—?2 An—2n—3 | An—2n—2 | n—ı —20 
n — 1 An—ın—2 | An—ı An—ın An—10 
n Ann—] Ann AnO 
Schema la. 
r 
Nr, der | Bel. 
Y: | YUn—4 Yn—: Un-—2 | 
Gl. /1 /2 73 /4 In | Un Glieder 
| 
1 aıı aıo 
2 am ag ang 
azı | as a30 
7 2 An—In—4 | An—I3n—3 | In—I3n—2 | An—2n—ı | An — 20 
An—ın—3 | An—ın—3 | An—ı n—ı An—ın | An—10 
N Ann—2 | Ann—ı Ann | Mmo 


bekannte Verfahren ') in einer besondern Abhandlung, mit aus der Praxis entnommenen 
numerischen Beispielen, erläutern. 

Mit der Theorie solcher Gleichungssysteme sollte der Statiker besonders gut vertraut 
sein, da sie bei allen kontinuierlichen Tragwerken immer wiederkehren. Dort wird die 
Aufstellung und die Auflösung dieser Gleichungen noch bedeutend vereinfacht, da dank 
der Doppeliorm des Maxwell-Mohrschen Reziprozitätsgesetzes, die Gleichheit der Vor- 
zahlen a;. — a,; besteht, so daß man nur die Vorzahlen rechts der Hauptdiagonale zu 
bestimmen und die Gleichungen in der abgekürzten Form anzusckreiben und aufzulösen hat. 


Schema Il. Schema Illa. 
N Bel, | Bel.- 
NT, - | - - | | 
yı wa | Glieder | | 93 Un-3 | #n Glieder 
a3 a0 aıı a2 
n-2 . An-2 n-2 n-1 . . An-3 n-32 |An-2 n-] An-2,0 
. | An-1 n-] An-ı n An-1'’0 . . An-ı An-ın An-1:0 
n | . Ann Ano . . Ann Ano 


Ih Nur dadurch ist die in vielen Abhandlunzen immer wiederkehrende Scheu vor der analytischen 
Auflösung linearer Glefchungssysteme mit einer größeren Anzahl von Unbekannten zu erklären. — Mit 


5 und mehreliedriger Differenzengleiehungen beschäftigten sich u.a, Müller-BresJau 


der Auflösung 9, 
und Ostenfeld und übersahen dabei, daß ein gebrauchsfertiges tabellarisches Auflösungsverfahren für 


solehe Gleiehungen, das in seiner praktischen Brauchbarkeit wohl nieht mehr zu übertreffen ist, schon 


länest im abgekürzten Gaußschen Reduktionsverfahren vorliegt. Die grundlegende Bedeutung des ze- 
nannten Verfahrens tür die Baustatik wird in meiner Promotionsarbeit: »Der abgekürzte Gaußsche 


Algorithmus als einheitliche Grundlare in der Baustatik<e nachgewiesen, 
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Dieselbe symmetrische Form der drei und fünfgliedrigen Differenzengleichungen erhält 
man, wie leicht erkennbar ist, auch bei den häufig auftretenden Diiferentialgleichungen 
2. und 4. Ordnung 

d?y 


+f@) y=0 LLW)=-0 .....) 
nicht aber unmittelbar bei den Differentialgleichungen der kreisrunden Fundamentplatte 
auf elastischer Bettung, der Kugel- und Kegelschale, zu deren Behandlung ich nach der 
kurzen Vorbereitung zurückkehren will. 

Man könnte natürlich, was das nächstliegende wäre, den Diiierentialoperator 
L=y"+yetg«@—yctg?’« der simultanen Differentialgleiehungen (5) mit Hilfe der 
Formeln (6) in den entsprechenden Difierenzenoperator überführen und durch eine noch- 
malige Ausführung der Differenzenoperation die allgemeine Form der zugehörigen fünf- 
gliedrigen Differenzengleichung erhalten. Wie schon gesagt, erkennt man aber dabei, 
daß jede Gleichung fünf verschiedene Vorzahlen aufweisen wird. Der Gedanke drängt 
sich also auf, den in den Gleichungen (5) auftretenden Differentialoperator zweiter Ordnung 
in den einfachern der Gl. (7) überzuführen. Dies gelingt durch die Ansätze 


und N=ov, wo o=f(«) (8) 


so zu bestimmen ist, daß im Diiierentialoperator die erste Ableitung verschwindet. 
Man erhält für o die einfache Difierentialgleichung 


do | 
eig da 
0 2 


deren Lösung mit Verzicht auf die Konstante lautet 


— gehen die Gleichungen (5) in die einfacheren 
«& 
Gleichungen 


über, wo abkürzend a = (- ctg’ u — ,) gesetzt ist. 


Diese bedeutend vereinfachten simultanen Difierentialgleichungen führen wir. jetzt 


mit Hilfe der zweiten Gl. (6) über in die simultanen Differenzengleichungen ' 
| 
wm = A? | 
10a) | 
- A? uo | 
wo abkürzend 2 + J’—=b, gesetzt ist. 


Werden in der zweiten Gl. (10a) die v» durch den darüberstehenden Differenzen- 
ausdruck ersetzt und ordnet man den sich ergebenden linearen «-Ausdruck nach aufstei- 
genden Indizes, so erhält man die allgemeine fünfgliedrige Diiferenzengleichung für die 
beliebige Schnittstelle 0 


aus deren Aufbau man ohne weiteres auf die Symmetrie des gesamten Gleichungssystems 
schließen kann. Das (resetz der Vorzahlenbildung ist außerordentlich einfach. Die Rand- 
vorzahlen haben den Wert Eins (infolge der Konstanz der Schalendicke), so daß in jeder 
folgenden Gleichung je nur zwei neue Vorzahlen auftreten. 

Bemerkenswert ist das Herausfallen des » aus allen Vorzahlen bis auf die mittlere, 


2 
in welcher natürlich »® gegenüber 12 (1 — v?) (=) immer vernachlässigt werden dari. 


Man begeht übrigens, besonders bei Eisenbetonschalen mit » — ,„ Im Mittel, einen geringen 


Fehler, wenn der Einfluß der Querkontraktion in den Differenzengleichungen und rück- 
schließend auch in der Differentialgleichung ganz vernachlässigt wird. Dies ändert an 
der Berücksichtigung dieses Einflusses bei der Berechnung der Spannungen, wo er, wie 
z.B. beim Flußeisen, angebracht ist, gar nichts. 


| 
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Zahlentafel 1. 
Festwerte für die Kugelschale konstanter Wandstärke. 


JI = are 2,5". 


Von 1 verschiedene Belastungsglieder 
Matrixvorzahlen in den beiden Endgleichungen inf. 
Sehnitt- m 1 M = 1000 tm H = 2000 t 
stelle Vsin 7 — I? sin a 
"An—o0=— 
=2 — br + 2 
4 An-ıo 
2,50 4,7881 9,5534 | 
1,9339 
5 3,5865 6,7 
er — > 4,2671 
1,9 2,7678 6,3325 
4,1264 
10° 2,3997 6,1819 
1,0731 
12,5" 2,1496 6,1132 
4,0470 
15 1,9657 6.0760 
4,0323 
17.8 1,3236 6,0539 
4,0232 
20° ‚7099 6,0: 
+ 51,024 + 1,52300 
| 96,992 0,45067 
22,50 — 26,91 — 0,45067 
+ 53,984 + 1.80268 
28,366 .0,52297 
250 5382 ‚0225 
+ 56,732 + 2,09188 
9” rN 4717 - 
27.5 1.4717 6,0173 4 59,296 + 2,38884 
4,00765 
30° 1,4142 3 
61,706 + 2,69260 
31,984 0,7498 
— 31,98 — 0,74986 
32,50 1,3642 3,01025 
+ 63,968 + 2,99944 
4,00452 | 
=‘ - 33,045 — 0,82696 
359 1,3204 6,00784 ö 
2a + 66,090 + 3,30784 kö 
 0,90419 
37,50 1,2817 6,0068 du. 
+ 68,086 + 3.61676 e 
4.009254 
— 34,982 — 0.98117 M 
+ 69,964 + 3,92468 
4.00201 
— 35,864 — 1,05725 
+ 71,728 + 4.22900 
36.600 1,13207 (Di 
459 1.1892 6. | unt 
+ 73,380 4,52828 
1,00000 die 
1,1646 6.00000 — 37,466 — 1,20526 
+ 74,932 + 4,82104 
- 4,00000 —— | 
— 38,188 | - 1,27639 
+ 76,376 | + 5,10556 
‚00001 - 
52,50 1,1227 6.000009 | zu 
di + 77,730 | + 5,38180 5 
1,00000 | Au 
— 39,487 | — 1,41033 ist 
+ 78,974 + 5,64132 h 
4,00000 el 
| — 40,071 | — 1,47468 | 
| + 80,142 | + 5,89872 
1,0000 2 
60° 1,0746 — 40,604 | — 1,53429 
de en + 81,208 | + 6.13916 6 
— 41,094 | — 1,59048 ganı 
+ 82,188 | + 6,36192 
— 41,539 — 1,64267 (12) 
+ 83,078 | + 6,57068 | Verg 
+ 83,878 + 6,76296 | 
| Verg] 
belast 
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Noch: Zahlentafel I. 
Festwerte für die Kugelschale konstanter Wandstärke, 


J=are?2,5°., 


Von 1 verschiedene Belastungsglieder 
Matrixvorzahlen in den beiden Endgleiehungen in F. 
Schnitt- = 1000 tm H = 2000 t 
N 4 
stelle sin « Ark — | sin « 
2 = Un—10 = - 
=u 3 + bi, dr + 2 Ontı 
"Ano = + 2(ran 0) Ano = + 4 An- 10 
— 42,296 - 1,73431 
0 0316 ( 
70 1,0316 6.00000 + 84.592 - 6,93724 
42,610 1,77159 
72,5 1,0240 6,00000 + 85.220 + 7.08636 
4,00000 
750 1.0175 6.000090 42.3883 1,30729 
1,00000 18.111 1.836592 
— 45, ‚9692 
77,9 1,0121 6,00000 - 86.292 + 7,54608 
0 - - y .)‘ 
80 1,0077 6,00000 + 86,598 + 7,44232 
1,00000 
2,5 N + 86,890 + 7,51760 
- 4.00000 
850 1,0020 6,00000 
+ 87,090 + 7,57152 
1,0001 
— 43,610 — 1,90099 
4,00000 
900 13,633 — 1,90390 
1,0000 6,00000 +87 008 7 61560 


Wählt man 4 — are 2,5" oder, für die meisten Fälle genügend klein J = are 5”, so 
können die Vorzahlen bis auf die Schalenkonstante ce — 12 (1 — >?) (- ) ein für allemal 


durch die beiden hier abgedruckten Zahlentafeln I und Ia festgelegt werden. In den 
genannten Zahlentafeln sind alle Größen, die bei der Berechnung auftreten, wie z. B. die 


Multiplikatoren 0 = 


mit aufgenommen. 
sin « 


Die Zahlentafel kann etwa mit 20° abgebrochen werden, da von dieser Stelle an 
(db; von 4 und (2 von 6 sich für praktische Berechnungszwecke nicht mehr 


unterscheiden. Von der genannten Stelle an darf also die Diiferenzengleichung (11) durch 
die einfachere 


ersetzt werden. Letztere ist aber nach (6a) die zu der Diiferentialgleichung 


zugehörige Differenzengleichung, womit ein einfacher und praktischer Weg zur 
Aufstellung geschlossener Berechnungsformeln für die Kugelschale eröffnet 
ist. Bevor ich diesen Weg beschreite, will ich das Differenzenverfahren, das vor allem 
bei kleinern Kugelschalen größerer Dicke von Nutzen ist, in den notwendigen Ansätzen 
zu Ende führen. 

Zunächst seien die Differenzenausdrücke für die fünf gesuchten Schnittkräfte und die 
zwei Verschiebungsgrößen aus den unter (15) angemerkten Gleichungen durch den Ueber- 
gang von den Diiferentialausdrücken zu den Differenzen angegeben. 


) Die Zulässiekeit des Ersatzes der Gleichungen (5) durch die einfachere Differentialgleichung 
(12) hat auf weniger einfaehem strenge mathematischen Weg schon OÖ. Blumenthal 1912 nachgewiesen. 
Vergl. seine Abhandlung: Ueber asymptotische Integration von Ditlerentialgleichungen mit Anwendung 
auf die Berechnung von Spannungen in Kuzelsehalen. »Zeitschr. für Math. und Phys. Bd. 62 1913, S. 343«. 
Die Abhandlung Blumenthals ist mir erst nach Abschluß vorliegender Untersuchung bekannt zeworden. 
Vergl. auch die Promotionsarbeit E. Schwerin. Ueber Spannungen in symmetrisch und unsymmetrisch 
belasteten Kugelschalen, Berlin 1918, die die grundlegende Arbeit Reißners von 1912 weiterführt. 
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Zahlentafel la. 
Festwerte für die Kugelschale konstanter Wandstärke, 


= arc 5". 
Von 1 verschiedene Belastungszlieder 
Matrixvorzahlen in den beiden Endgleiehungen in F. 
Schnitt- FE | M = 1000 tm I = 2000 t 
stelle Vsin « — Akk-+1 J? sin a 
An—10=— | 
=) ] —= + br+1 On-+1 2 On+i 
Mmo=+4An-ı0 
50 3,3563 9,5417 
1,9223 
10" 2,3997 6,7519 
4,2795 I 
15" 1.9657 6,1077 
51,03 1,5234 
380 _ 3: 
20° 1,7099 6,155 
259 1,5382 6.0904 56,7350 — 2.0924 
+ 113,4700 + 8,3696 
1,4142 6,0535 - 28037 
0212 — 
— 66,0936 — 3,3082 
350 1,3204 6,0315 
+ 132,1872 + 13,2328 
1,0121 > 
400 1,2473 6,0172 — 69,9671 — 8,9248 di 
1,0062 + 139,9342 + 15,6992 
— 73,3854 — 4,5285 
150 1,1892 6,0076 er 
TR + 146,7708 + 18,1140 
2 ‚0008 Paz + 152,7568 + 20,4240 
550 1,1050 5.0960 Be 
5 8.9971 + 157,9548 + 22,5832 so 
— 1,2116 — 6,1378 
609 1,0746 5.0924 
+ 162,4232 + 24,5512 
3,3909 
383,0564 — 6,5713 
65" 1,0504 5.9897 ’ 
+ 166,1728 + 26,2852 
709 1,0316 5,9878 — 84,5967 — 6,9374 Du 
TR + 169,1934 + 27,7496 un 
« 
750 1,0175 5.9864 — 85,7690 — 7,2300 
+ 171,5380 + 25,9200 
— 3.993 Un- 
s00 1,0077 5.9855 86,6081 — 7,4429 — 
u + 173,2062 + 29,7716 
850 1,0020 5,9850 1,5718 l 
9994 + 174,1916 + 30,2872 
87,2700 — 7.6160 
+ 174,5400 + 30,4640 
Als Schnittstelle ist wieder die beliebige Schnitistelle 0 angenommen, die mit dem Bei 
gleich bezeichneten Scheitel der Kugelschale nicht zu verwechseln ist. gen 
r00 
(3a), (6), 0), 
— (2 — ») Jwetg — run] \ 
N— u-ı w-+ u] (8), (10a), 
ryv 13 
T; = No etg do 
(N — N-ı) (2a), 
2 AI 
d= (9), 
v— rsin % (4), 
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Im Ausdruck für N ist v /? gegenüber 5b, vernachlässigt; für « > 20° darf bu = 2 gesetzt 
werden; ebenso kann man bei größern &%, in G, und @ die mit J/ ausmultiplizierten 
Glieder weglassen. 

Zur vollständigen Aufstellung des symmetrischen fünfgliedrigen Gleichungssystems 
nach (11) fehlen uns noch die von den Randbedingungen beeinflußten 2 - 2 Randgleichungen, 
die nach dem Schema Ila nur 3 bzw. 4 «-Unbekannte enthalten. 

Für die im Scheitel geschlossene Schale ergeben sich die innern Randgleichungen 
unmittelbar. Die Randbedingungen sind hier identisch mit den Endlichkeitsbedingungen, 
für 0 darf weder 

vo 


u 
d == noch N= — 0 


unendlich werden. Die Randbedingungen lauten also hier 
und man erhält mit ihnen für die erste und zweite Schnittstelle aus (10a) die beiden 
Randgleichungen 
(1+b’+ +b)w-+ = 0 
. (2 + + te (ba — b;) U + Ur = 

Gegenüber dem normalen Aufbau nach (11) zeigt nur die erste Vorzahl «,, eine Aenderung: 
an Stelle des Summanden 2 in den a,.-Vorzahlen tritt hier die Einheit. 

Weniger einfach ergeben sich die beiden äußern Randgleichungen. 

Bezeichnet man den freien Rand mit der ÖOrdnungsziiier n + 1, so endigt die 
Gleichung für die Schnittstelle mit w.+ı und 

Diese zwei Größen lassen sich mit Hilfe der Randbedingungen 


Gh+ı=M, N„+ı=Hsin 
durch «, ausdrücken; denn man hat, nach der ersten und dritten Formel aus (13) 


(14).') 


24 ıM 
(1 2 v) A U, +1 Un + U, 4.32 + Un 
(15) 
4? \ 
— D.+1 Un +1 + H sin l 
On +1 
Setzt man abkürzend (1-2) 
i 2 u 24 M 
en +1 On -ıen-+1 On 
2 bn+1 29 b»nıı M sinan+ı 


en-]ı On+-ı r On-+1 en-+1ı 


Durch Einsetzen dieser Werte in die (n—1). und ». Gleichung erhält man folgende vier- 
und dreigliedrige mit u. endigenden äußeren Randgleichungen: 


Belastungsglieder infolge: 
U, 3 Un-2 M H 
2 M J? sin ) (16). 
Een-+1 On+tentir On--1 Een+1 
Een+1 On+i€En+ı T On+1 En+i 


Bei nicht allzu kleinem Pfeilverhältnis der Schale kann für praktische Berechnungszwecke 
genügend genau b=e= 2 gesetzt werden. 
Die beiden Endgleichungen lauten dann bedeutend einfacher 


Belastungsglieder infolge: 


Un—) Un— Un— | Un M=1 H=1l 
| 
| —4 (6 —3 sin 
7 | 2 On +1 
24941 | 24°. 
— 4 (3 -+ ec) + + sin ı 
r on 


I), Hier und in den nachfoleenden Gleichungen ist abkürzend c an Stelle von ce 1? gesetzt worden. 


Ztschr. f. angew. 
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Um die Belastungsglieder infolge M!=1 und ZH = | rasch bestimmen zu können, 
sind in den Zahlentafeln I und Ia, von @ = 20° an, die 1000fjachen Werte und — sin« 


aufgenommen. Mit Hilfe der Zahlentafel Ia erhält man beispielsweise für J=arc 5° und 
&n+1 = 45” mühelos folgendes fünfgliedriges bis auf die Schalenkonstante numerisch aus- 
gewertete «-Gleichungssystem: 


Belastungslieder 
Nr. u u3 u "5 ug 
= 1000 H = 2010 
1 19,542+c —4,924 | 0 0 
2 . 6,752+c -4,279 1 0 0 
3 6,408 +c —4,139 1 
6,159+c —4,062 | 0 0 
6 6,054+c —4.021 0 
73.385 
; . —3 . 4.5285 
146,77 
—4 + + 15,114 


3. Auflösung in geschlossener Form und Formeln für die Einflußzahlen 
der Randbewegungen. Die gegebene Lösung vermittelst fünfgliedriger symmetrischer 
Differenzengleichungen eignet sich besonders für die Ermittlung des Spannungszustandes 
in diekwandigen, dann auch kleinen Kugelschalen (Steinkuppeln, Kesselböden und dergl ), 
bei denen die Scheitelzone sich in erheblichem Maße an der Aufnahme der Randkräfte 
beteiligt. 

Will man die am Rande z. T. sehr steil verlaufenden spez. Schnittkräftekurven in 
solchen Fällen (besonders bei Kesselböden) genauer erhalten, so tut man gut, A = arc 2,5 
zu wählen. Die Mehrarbeit bei der Auflösung des sich ergebenden dichteren Gleichungs- 
systems ist belanglos, da nur die beiden letzten Gleichungen Belastungsglieder enthalten 
und übrigens die bei der Reduktion vom Scheitel aus sich ergebenden Festverhältnisse, 
ungefähr vom Gewölbeviertel an, sich nicht mehr ändern. 

Für die durch den Eisenbeton ermöglichten biegefesten dünnwandigen Kugel- 
schalen des Hoch- und Behälterbaus bietet indessen die Gl. (12) einen viel einfacheren 
angenäherten Rechengang auf Grund einfacher geschlossener Formeln. Da bei solchen 
Schalen der Einfluß der Randkräfte sich praktisch nicht mehr bis zum Scheitel erstreckt, 
liegt es nahe, den Koordinatenanfangspunkt vom Scheitel nach dem Randkreis zu ver- 
legen. Als neue unabhängige Variable tritt der Breitenunterschied ‚ zwischen dem be- 
liebigen Parallelkreis und dem Randkreis auf, so daß die Transformationsformei lautet 


In den ursprünglichen Differentialgleichungen (5) ändert sich nur das Vorzeichen des 
Gliedes mit der ersten Ableitung. Der neue Multiplikator wird 
| 1 0 eig (io —ß), E (ag | . (an) 


2 sin? (ao —ß) 


und die vereinfachten simultanen Differentialgleichungen bieiben genau dieselben wie nach 
(10), nur sind die Ableitungen jetzt nach 3 zu nehmen. 
Setzt man in (12) 


so daß 3 
r 


N 


wobei man wohl passend s (reine Zahl) die Öharakteristik') der Kugelschale nennen 
kann, so lautet die bekannte Lösung der Gl. (12) 
) Bei den verwandten Flastizitätsproblenien des Balkens und der Platte auf elastiseher Bettung 
wird s eine Länge, der man entsprechend den Namen charakteristische Länge oder kurz wieder Charak- 
teristik geben kann. 
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+) 


Sie setzt sich nach dem für lineare Differentialgleiehungen gültigen Superpositionsgesetz 
aus 4 partikulären Integralen «, —u, mit den konstanten C, — C, additiv zusammen. Die 
Charakteristik der Eisenbetonschalen bewegt sich ungefähr in den Grenzen s — 0,08— 0,1), 
so daß sämtliche 4 Lösungen Wellenlinien von der geringen Wellenlänge 


7:(0,08— 0.15) = 25 — 50 cm 


und sehr rasch abklingender und bzw. rasch anwachsender und Amplitude 
darstellen. Dasselbe gilt auch von den Ableitungen. Für Randlasten sind also die parti- 
kulären Lösungen u; und «, unbrauchbar und es bleibt als Lösung der Gl. (5) für 
unseren Belastungsfall 


Vsin 3) 
Die drei ersten Ableitungen von «, die wir benötigen, lauten 
su — (cosYy + sing) + (cosy — sin 


s? 
s — — sing) + (cos + sin 9) \ 


Auf den ersten Blick scheint es 
sehr bedenklich, daß « und seine ne 
Ableitungen für f= « unendlich 
groß werden. Dies hat aber für die 
praktische Brauchbarkeit der vor- 
geschlagenen Lösung bei Rand: 
belastungen gar nichts zu sagen. 
Man ersieht nämlich aus der Abb. 5, 
wo beispielsweise für & —= 45°, 
s— 0,1 die Funktionen oe cos 
und ge *siny aufgetragen sind, 
daß diese partikulären Lösungen 
für d in der Tat bis sehr nahe 
an den Scheitel heran gegen 0 
konvergieren und erst dann plötz- 
lich ins Unendliche abbiegen. Um . 
aus den mathematischen Bedenken 
herauszukommen, braucht man sich 
einfach um die sehr kleine rebelli- 
sche Scheitelzone nicht zu kümmern, 
indem man sie als nicht mittragend 
oder herausgeschnitten denkt. Nach | 
dem Saint-Venantschen Prinzip | 
erleidet daduch das Spannungsbild | 
gebenden Randzone eine Aende- 
rung. 

Aus unseren Randbedingungen 


N=+Hsin«— — Hsin (, — P) 


und denselben Ausgangsgleichungen wie beim Differenzenverfahren erhält man, mit Be- 
rücksichtigung der Gl. (21), für P=0: 


— M=r|d — — P)dl= —relg | 


30 
B509,_93® 


Abb. 5. 


Ms 
| 
N=-—-Hsny (+ »)u] 
Hs? sin @o 


2 2 00 
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In der zweiten Gleichung dari das zweite Glied vernachlässigt werden, da die Vorzahl 
von C, höchstens den Wert (,02 annimmt. Man hat also unmittelbar 


s®? sin a0 
G=+ 


2 
und durch Subtraktion der zweiten Gleichung von der ersten 


N M s Hs? sin « 
2 00 wı 
wo abkürzend 
8 


gesetzt ist. Mit den gefundenen Konstanten können jetzt die elastischen Bewegungen des 
Randes bestimmt werden. Z-fache Meridiantangentendrehung: 


r? do r? Ms I 8? sin 
Sr @ı 2 
der da s' 
4 hr“ 
1 4 2 sin « / 
o 


Die #fache horizontale hadialverschiebung der Randkreispunkte folgt aus der zweiten 
der Gl. (4) 
Zunächst berechnen wir 7%» unter Benutzung der Gl. (2a), (9) und (10) 


Unter Vernachlässigung der mit s’ und s’ zur Ausmultiplikation gelangenden Glieder 
erhält man mit (21) für ?—= 0 


Ta 
2 20 
oder 
2 M H sin ao 


8” 
wo 9% 2 r)etg @, unter Vernachlässigung des auftretenden «uadratischen Gliedes. 
Endlich hat man nach (4) 
h hs’ wı hs 
Damit sind einfache Formeln für die drei Einflußzahlen der elastischen Bewegung der 
Autflagerfläche der Kugelschale gewonnen: 


4 2 sina . 
3 ‚2 
o,8’hr hs 


Als Probe für die Berechnung dient die Tatsache, daß aız sowohl im Ausdruck für E% 
'Vorzahl von //) als auch in der Formel für v (Vorzahl von M) sich gleich groß ergeben 
hat. Ferner stimmen auch die Dimensionen der drei Formeln, wenn man nicht vergißt, 
daß sie die #-fachen und M und H spezifische Werte darstellen und s eine reine Zahl 
ist. Fir überschlägige Rechnungen kann m, — I und @, — 2 gesetzt werden. 


4. Berechnung der Belasiungsglieder a. und a., in den Elastizitäts- 
gleichungen. Zunächst muß der in 1 ausgesprochene Satz über die Zulässigkeit der 
Vernachlässigung der im Hauptsystem auftretenden Schub- und Biegespannungen infolge 
der praktisch wichtigsten Fälle stetig verteilter Belastungen näher begründet werden, 

Bezeichnet man mit Z und X die äußeren spezifischen Normal- und Tangential- 
belastungen der Kugelschale (positiv nach Abb. 2), so lauten jetzt die simultanen Diite- 
rentialgleichungen 


N"+Netgae— «a — 12 | h (1 
I) Nach (2a) ist 7a — N’: da aber jetzt nach 3 differenziert wird, ist das positive Zeichen 


zu wählen. 
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Den einzigen Unterschied gegenüber dem bis jetzt behandelten homogenen System bildet 
die in der zweiten Gleichung auftretende Störungsfunktion, für die man leicht findet ') 


1. Belastungsfall: Eigengewicht gt/m? Schalenmittelfläche. Ich will diesen Fall 
ein wenig ausführlicher behandeln. 


Z=ycsa 
Ein elementares partikuläres Integral erhält man durch die einfachen Ansätze 
d—-4Asin«, N=Bsin«. 


Aus der ersten Gleichung folgt dann B=-— (1+r)4, N=—(I+r)sin« A und aus 
der zweiten 
2+r)gr 


2 
(1-—ı | 
Mit Hilfe von A findet man 
= G; 


Die Zähler in N und G\=Gs sind für Eisenbetonschalen von der Größenordnung 0 — 10, 
der von A herrührende Nenner von der Dimension 10° — 10' (infolge des Summanden 


A=+ 


2 
12 (7) ). Diese drei Schnittkräfte können also vernachlässigt werden. Setzt man demgemäß 
in die zweite Differentialgleichung N = 0, so ergibt sich: 
.\2 
18 (1 (2 rg sin 0 


2+r)rg sin 


Ferner hat man mit Gleichung 4° 
Ta 
h 
wo für 7ı und 7% 
die bekannten Ausdrücke der zentrisch beanspruchten Kugelschale, d.h. 
—, = gr (cos — ) 
1-+-cosa 1 +cosa 
einzusetzen sind. 
Man erhält also 


‚2 

1+r 

h 1+cosa 


(der Einfachkeit wegen ist der Index o bei « weggelassen). Bei Eisenbetonschalen wird 
man »—=!/; zu wählen haben. 


2. Flüssigkeitsdruck. Die gewölbten Böden von Flüssigkeitsbehältern erhalten 
gewöhnlich ein geringes Pfeilverhältnis. Es genügt deswegen bei der meistens größern 
Flüßigkeitstiefe mit einem konstanten Flüßigkeitsdruck Z zu rechnen. Die Differential- 
gleichungen bleiben dann homogen und man hat mt N=-P = 

= 0 
Aus den Gleichgewichtsbedingungen 


Zr 

= Tı =Zr ijiolgt auch — (35) 
und man hat also sehr einfach 


Um eine bessere Dichtung und Reinigung zu ermöglichen wird oft der Behälterboden 
durch Ausfüllung mit einem leichten Füllmaterial (Schlackenbeton oder derg].) auf Scheitel- 
höhe horizontal abgeglichen. Es treten dann zwei neue Belastungsfälle auf. 


I) Um nicht zu weitläufig zu werden, verzichte ich auf die einfache Ableitung. Der Leser findet 
‘ie in den zit. Originalabhandlungen oder auch in A. und L. Föppls »Drang und Zwang«, 2. Bd., S. 24. 


| 
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3. Zwickelförmige Belastung bis Scheitelhöhe mit einem Füllbeton von einem 
Gewicht 

4. Gleichförmige Belastung p!/m*® Horizontalprojektion. Man beweist auf ähnliche 
Weise wie unter 1, daß in den Belastungsfällen 3 und 4 mit geringem Fehler \ = h = @.=0 
gesetzt werden darf, weil in den Nennern der sich ergebenden Quotientenausdrücke für diese 


Größen wieder ein Vielfaches von ( = ) auftritt, 


Fall 3. Um die Formeln des Falles drei gleichzeitig auch zur schärfern Berechnung 
bei Flüßigkeitsdruck benützen zu können kann man angenähert 
=Z, X =0 .. (835) 
d. h. die spezifische Vertikalbelastung durch einen gleich großen Flüßigkeitsdruck ersetzen. 
Dies ist bei flachen Kuppelböden zuläßig, Man hat dann P=yr"sin« und 


yr*sin «a 


= 
h 


Mit Hilfe der Volumenformel für ein Kugelsegment findet man 
Tı=yr’? E — — (1-— 008 @) ctg 


6 


und aus der Grleichgewichtsbedingung un 6 


Ts COs — «) 4 . . . (38) 
.) ) 
woraus sich 1+» 
= sin @ | (1 — cos — (39) 
h L 
ergibt. 
Fall 4. 
Z=peos’« rp(3+)sin «cos « 
Ir 
ı 
und mit I = prcos2« 
pr’ | 
an = sina(cos2« — ») 


Belastungsfall 5. Gleichmäßige Temperaturänderung um +’. Die Mitteliläche 
der Schale geht im Hauptsystem in eine konzentrische Kugelfläche über, deren Radius 
gegenüber um 

Ar— 
verschieden ist. Man hat also 
do = 0 


ao = Ee,tirsine) 20t(rsinc)'!) (für Beton). 


5, Beidseitig offene Kugelschalen. Die Berechnung von Kuppeln mit runden 
Öberlichtaufsätzen, von Behälterböden, die an zylindrische Aufsteigschächte (bei Wasser- 
türmen und dergl.) anschließen usi. kann mit der vereinfachten Differentialgleichung recht 
genau durchgeführt werden, wenn die Poldistanz des obern Randkreises größer ist wie 
etwa 15—20 Grad. Man kann und muß sogar hier die vollständige Lösung mit allen 4 
Konstanten benützen, deren Werte sich, aus den 2 x 2 Randbedingungen ergeben’). Da 
man also im allgemeinen schon zur Bestimmung der Integrationskonstanten 4 lineare und 
nicht gerade bequeme Gleichungen aufzulösen hat wird sich meistens die Behandlung der 
beidseitig offenen Schalen mit den symmetrischen fünfgliedrigen Differenzengleichungen 
nicht als zeitraubender erweisen — umsomehr, da in den von den Randbedingungen nicht 
beeinflußten Zwischengleichungen die konstanten Vorzahlen |, — 4,6 + c, 4, angenomınen 


werden dürfen. 


') Verel. zu 4 z. B. Leve; Stat. Berechnung der Behälter, S. 136 in Hb. für E. B., 3. Aufl., 5. Bd. 
*) Bei erößerem Abstand der Randkreise kann man jedoch die 2x 2 Randelastizitätsgleichungen 


als voneinander unabhängig betrachten und für beide Ränder die vereinfachte Lösung (20) annehmen. 
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Die Differenzengleichungen haben den entschiedenen Vorteil die Verknüpfung der 
getrennt liegenden Randbedingungen durch das Gleichungssystem selbst zu besorgen. Für 
alle Probleme die streng oder angenähert auf eine Differentialgleichung vom Typus der 
Gl. (12) führen, kann mau wohl folgende Regel aufstellen: Die geschlossenen Lösungen 
sind nur dann bequemer als die Differenzengleichungen, wenn der Integrationsbereich 
praktisch als unendlich groß angenommen werden darf oder Spiegelsymmetrie aufweist: 
denn in solchen Fällen verbleiben nur zwei Konstante. 

Es liegt nahe zu vermuten, daß die Beziehung d ou auch bei Kugelschalen 
veränderlicher Wandstärke angenähert richtig bleibt, wobei « aus der allgemeinen 
Differentialgleichung (43) mit Hilfe wieder sich symmetrisch ergebender fünfeliedriger 
Differenzenzengleichungen zu gewinnen ist und wo nun J und e von Sehnitt zu Schnitt sich 
ändern. Die nähere Begründung und weitere Ausführung dieses Gedankens soll in einer 
besondern Arbeit gegeben werden. 

Su’ (43). 

Rippenkuppeln mit geringem Abstand der Meridian (Binder-) und Ringträger 
können für symmetrische Belastung auf dieselbe Weise wie vollwandige Schalen berechnet 
werden. Um die auf die Träger entfallenden Schnittkräite zu erhalten, hat man die 
spezifischen Werte der letztern mit den Abständen der Binder bzw. Ringträger zu ver- 
vielfachen. Die Einflußzahlen der elastischen Binderfußbewegungen ergeben sich angenähert 
nach denselben Formeln wie bei der Vollwandschale. 


II. Die kreisrunde Fundamentplatte auf elastischer Bettung. 


1. Das Differenzenverfahren. Der Weg zur praktischen Behandlung dieses im 
Vergleich mit dem Schalenproblem, bedeutend einfachern Elastizitätsproblems erscheint 
durch die vorhergehenden Entwicklungen klar vorgezeichnet. 

Es kommen im Wesentlichen nur zwei Belastungsfälle in Betracht : 

1. Randlasten bei Sohlen zylindrischer Flüssigkeitsbehälter und Fundamentplatten 

turmartiger Hochbauten, Wassertürme usf.; 

2. Eine Einzellast in Plattenmitte bei Einzelsäulenflachgründungen. 


Von praktischer Bedeutung ist die erste Belastungsart, da sie uns auch auf eine 
einfache Bestimmung des Einspannungsgrades der zylindrischen Wand in der gewöhnlich 
dünnen Sohlenplatte führen wird. Weniger wichtig ist der Fall 2, da Einzelfundament- 
platten gewöhnlich eine beschränkte Ausdehnung besitzen und kräftig ausgebildet werden. 
Man begeht deswegen bei solchen Platten einen geringen Fehler, wenn man gleichförmige 
Druckverteilung annimmt. 

Ich will auch hier den einfachsten Weg zur Ableitung der simultanen Differential- 
gleichungen des Problems andeuten. Zu den schon benützten Bezeichnungen sind noch 
folgende hinzuzufügen: 

E, = Bettungszifier in t/m’; 
z—=S Efache elastische Durchbiegung der Platte; 
x, r veränderlicher und Randkreisradius; 
x A 


’ 
Alle auftretenden Ableitungen werden nach x zenommen. 
Nach eingetretener Deformation durch rotationssymmetrische Belastung schließen 


zwei benachbarte Mittelflächennormalen auf die Länge Eins folgende Winkel ein: 
1. in radialer Richtung: 


2. in tangentialer Richtung: 


Den zweiten Wert liest man in der axonometrischen Skizze Abb. 6 ab. 
Das Superpositionsgesetz in Verbindung mit dem Elastizitätsgesetz liefert wie früher 
die Ausdrücke für die spezifischen Radial- und Ringmomente. 


Pr 


Betrachtet man ferner das Gleichgewicht gegen Drehen des in Abb. 7 angegebenen 
Plattenelementes im Abstand x vom Mittelpunkt so erhält man 

—-G=P, 
wo P die auf das Plattenelement x - I entfallende Querkraft bedeutet. 


* 


| 
| 
) 
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Beriücksichtigt man die Gleichungen (44), differenziert beide Seiten und dividiert 
durch x, so erhält man 
le Gi’ + (Gi — = (: 2) | -P=-— (8), 


wobei nur Randlasten vorausgesetzt sind. Setzt man schließlich 
1 
und führt dann auch die äußere Differentiation aus, so erhält man die beiden simultauen 
Differentialgleichungen mit demselben Differentialoperator 


2’+ (Momentensumme) 


!-M, . (45a). 
Die resultierende, wieder nicht 
einfache Differentialgleichung vierter Ord- 
nung läßt sich bekanntlich nur durch 
Besselsehe Funktionen streng mathe- 
matisch lösen‘), Für die Bedürfnisse 
der Praxis genügt auch hier wieder 
| 
| 
\ 
N 
g' 
7? 
N 
x6, 
RA | 
Abb. 6. Abb. 7. 
eine Näherungslösung nach einem der beiden gezeigten Verfahren. Mit 
1 ’ 1 3 
Vz 2 x 4 


bringt man wieder die ersten Ableitungen zum Verschwinden und gelangt zu dem hier 
besonders einfachen zweiten simultanen Gleichungssystems 


(2 (2 SE Uel 
Die entsprechenden simultanen Differenzengleichungen lauten: 
E 
= — A? w 


= 2 — 
(3) 


Aus ihnen iolgt die allgemeine Form der resultierenden fünfgliedrigen Gleichung des sich 
ergebenden symmetrischen Gleichungssystems 


un — (a +2 a) (47b), 


') vergl. z.B. A. Föppl. Bd. V, S. 103, 
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wo abkürzend 


gesetzt ist. 
Den meisten Fällen der Praxis wird mit folgenden zwei Annahmen für das Inter- 


vall 9 genügt: 

-—=(,1; 
Für diese zwei Fälle sind die beigelegten Zahlentafeln II und Ila für die Vorzahlen (bis 
auf die in die «a..-Vorzahlen eintretende Plattenkonstante c) der Differenzengleichungen 
berechnet. Man ersieht aus ihnen wieder, daß sie schon in kleiner Entfernung von der 
Plattenmitte sich nicht mehr von den Vorzahlen der zur Differentialgleichung (12) ge- 
hörenden Differenzenrgleichungen unterscheiden, ein Resultat, das man nach der Unter- 
suchung der Kugelschale aus Anologie ohne weiteres zu erwarten hatte und das hier eine 
besonders anschauliche Bedeutung gewinnt. 


Zahlentafel 


Festwerte für die kreisrunde P]latte 
auf elastischer Bettung. 


Zahlentafel II. 


Festwerte für die kreisrunde Platte 
auf elastischer Bettung. 


0,05 0,10 

0,05 4,4723 4,0625 0,1 3,161» 1,0625 agrr 
0,10 3,1615 5,7540 2 2,2356 5,7540 
0,15 2.5820 5,8900 0,3 1,5258 2,8900 3 9566 
0,20 2,2356 5,9377 9.9744 0,4 1,5810 
0,25 2,0000 ,9601 3.9831 0,9 1,4142 9,9601 3.0831 
0,35 1,6903 5,9500 | 3.9910 0,7 1,1952 5,9800 } 3.9910 
0,40 1,5910 5,9840 0,8 1,1179 5,9840 
0,45 1,4908 5,0880 0.9 1,0541 5,9880 
0,50 1,4142 5.9900 1,0 1,0000 5,9900 my 
0,55 1.3484 5,9916 
0,60 1,2908 5,9932 } 3,9962 
3,9968 Es lautet: Volle und namentlich 
5.9048 3,9972 Kreisring-Fundamentplatten können 
0,75 1.1547 5,9956 i ermiän im großen und ganzen (abgesehen 
0.80 1,1179 5,9960 vom Korrekturfaktor 0) nach der- 
0,85 1,0846 5,9964 00838 selben Difierentialgleichung wie 
0,90 1,0541 5.9968 l 3.0085 Balken auf elastischer Bettung be- 
0,95 1,0259 3,9972 3.9987 rechnet werden. 
| Bevor ich auf diese Einsicht die ana- 


logen Berechnungen wie bei der Kugelschale 


stütze, sei auch hier wieder zunächst das Differenzenverfahren zu Ende besprochen. 
Ueber die innern Randbedingungen oder eigentlich Endlichkeitsbedingungen und den 
daraus sich ergebenden Aufbau der ersten zwei Differenzengleichungen gilt wörtlich 
dasselbe wie bei der Kugelschale. Die ersten zwei Gleichungen sind also in der Form 
identisch mit den Gleichungen (14) 

Die äußern Randbedingungen lauten mit A = 0,| 


(M)ıo' = E 


® 1 1 
(z" ) == (1 ’) + ( 
10 22°\2 


v 


Fügt man noch die zweite der Gleichungen (47) hinzu 


1 Eo 
4 


== hun. 
SE 

| 

| 

| 

(49). 
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- 


und vernachlässigt beim Uebergang auf Diiierenzen auf den linken Seiten alle «- und 


v-Glieder mit A? als Multiplikator, so ergeben sich folgende zwei Bestimmungsgleichungen N 
für 10 und ,,, wobei die zweite Gleichung durch Elimination von v,, erhalten wird. r 
/ ] M 
m 
2 | 010 d 
2 | . (49a). 
\ 2 2 2 010 
Dabei ist wieder abkürzend _ gesetz. Mit =0,1; 0,) r gehen 
sE 6 
diese Gleichungen über in 
2 + 1,042 + = — 10° Mio le 
c . + (495). w 
(2,9 + — 0,95 — 29 w tw =—+ 103 @ıo ) di 
Bei gegebenem r lassen sich aus ihnen 1. und ,, durch «s und us mit Leichtig- = 
keit ausdrücken. Bedenkt man, daß c infolge der schwer zu bestimmenden Bettungszilier 
immer ein Näherungswert bleibt, hat es keinen Sinn die Genauigeit zu weit treiben zu 
wollen und man darf die Glieder mit A weglassen. Die Gleichungen lauten dann sehr 
einfach di 
-2 up + + = — 
(3 ) 7 u tn = —+ 10° (50) 
und liefern unmittelbar | 
2 ug us 10°“ Mıo 10° Q10 \ 
1 + c/2 + c/2 1 + c/2 1 + c/2 | 
2 N 3 + cl2 5/ 2 | (51). ge 
1 + c/2 + c/2 1+ .c/2 
Durch Einsetzen dieser Werte in die letzten beiden fünfgliedrigen Gleichungen erhält man du 
die beiden äußern vier- und dreigliedrigen Randgleichungen, so daß das vollständige de: 
symmetrische, abgekürzt geschriebene fünfgliedrige Gleichungssystem für ), = 0,1 lautet: 
4 Belastungsglieder in F. Ra 
d.G]. Mo = 100 tm | = 1000 t 
ma 
N +0625 gle 
+c 
5,754 
2 . -3,909 0 
29 
,9566 1 0 
+C 
|_ 8.0744 0 0 
,96 3,983 0 0 
+c ode: 
6 |-8,9885 0 0 
- -3,991 | 0 0 
-1 (1+ )+2 (14 ) 2 
> . 
Von der 3, oder 4. Gleichung an kann man die konstanten Vorzahlen I, —4,6+c, 1 
einsetzen. 
Nach der überaus einfachen Auflösung der ”-Gleichungen vermittelst dem abgekürzten | RE 
Gaußschen Algorithmus, erhält man die Schnittkräfte durch die in Differenzen umgesetzten 
Gleichungen. 
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Solange für die verschiedenen Baugrundarten nicht einigermaßen zuverlässige 
Mittelwerte für die Bettungsziiiern vorliegen, ist es geradezu sinnlos die Genauigkeit der 
Berechnung von Sohlenplatten allzuweit treiben zu wollen. Es ist deswegen hier ange- 
bracht, auf den Einfluß der Querkontraktion völlig zu verzichten und nach Berechnung 
der « die Schnittkräfte aus den vereinfachten Differenzengleichungen zu bestimmen. 


K__ 
(52). 
OK 5) .) 


Diese einfachen Ausdrücke stimmen recht gut in den Randpartien, sie sind auf 
leicht sich ergebende Weise vermittelst der Ausgangsgleichungen (44), (45) zu ergänzen, 
wenn man die kleinen Schnittkräfte in der Plattenmitte genauer haben will. Damit ist 
die kreisrunde Sohlenplatte nach dem Differenzenverfahren, das uns hier zu besonders 
einfachen Ergebnissen geführt hat, vollständig erledigt. Auf das einfache Auflösungs- 
verfahren der Gleichungen komme ich wie schon gesagt, bei den numerischen Beispielen 
noch ausführlicher zurück. 


2. Die Lösung in geschlossener Form und Formeln für die Einflußzahlen 
der elastischen Randbewegungen. Bei Sohlenplatten ist die charakteristische Länge 


4 \ 
s= y - gewöhnlich nicht vıel größer als 1, so daß bei größern Durchmessern etwa 
0 


vonr=3 man und für handbelastungen als Lösung der Differentialgleichung der Ausdruck 


gewählt werden kann, wo — 
8 


Zu dieser Lösung, die nur für eine © große Platte streng richtig ist, gelangt man 
durch analoge leberlegungen, wie bei der Kugelschale. Der Nullpunkt ist wieder an 
den Rand verschoben, so daß % den veränderlichen Radialabstand vom Randkreis bedeutet. 


Wie vorausgesetzt ist “ —/. klein, vernachlässigt man deshalb in den äußern 
Tr 


e-?cosy+ Ge tsiny) . (53) 


Randbedingungen sämtliche mit A? und A’ zur Ausmultiplikation gelangenden « und 
Werte und aus schon erwähntem Grunde auch den Einfluß der Querkontraktion, so erhält 
man mit Benützung der Gleichungen (21) und (49) folgende vereinfachte Bestimmungs- 
gleichungen für die Konstanten C, und (% 


M 2" Zum [ (su 
2(r—y 
= uU —+ H ) 
} 2 2 2 y= 
( -)G = M, ) Q (54a) 
Mit diesen Werten findet man die elastische Drehung der Randnormalen in der Radialebene 
ie + ul = — M— —, (56) 
und ihre Verschiebung 
E, s' 
Ersetzt man E durch und durch was zulässig ist, da der (@uotient 


| 


Ztschr. f. angew. 
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12 
sich von der Einheit nur um unterscheidet, so gewinnt man die gesuchten drei Einfluß- 
zahlen (E fache Werte) in der einfachen Form 


4E | 2E 2E 
‚= (58). 


1 — 8° Eo ) Eo =) 


- 


Die Werte unterscheiden sich von den Einflußzahblen des Endquerschnittes eines 
unendlich langen Balkens auf elastischer Bettung von demselben Trägheitsmoment J nur 


= 


im Korrekturiaktor - — vergl. Formeln (67)|. 


1 
7 


Eine Ringplatte kann recht genau nach (53) in geschlossener Form berechnet werden, 
da die variablen Matrixvorzahlen in den Differenzengleichungen hier noch viel rascher 
wie bei der Kugelschale den konstanten Werten — 4 und 6 + ce zustreben. 


III. Die zylindrische Behälterwand und der Fundament-Balken auf 
elastischer Bettung. 


Die zylindrische Behälterwand ist als selbständiges Traggebilde schon ver- 
schiedene Male behandelt worden, wohl zuerst von Müller-Breslau, bis jetzt aber nicht 
als Tragglied einer kontinuierlichen Schalenkonstruktion. 

Da die Stärke der Wand gegenüber dem Radius des Behälterquerschnittes gewöhnlich 
sehr klein ist. darf man, wie aus der bekannten Formel von Lame 

2 


Gi ra\ - 
folgt, die Tangentialspannungen als gleichförmig verteilt annehmen und also @, — 0 setzen. 
1 
Bezeichnet man mit y die 3 E-fache oder für Eisenbetonwände wegen »’ — „g genau 


genug die J F-fache Horizontalverschiebung (positiv nach außen) eines Punktes der Mittel- 
fläche im Abstand & vom obern Rand, mit y das speeifische Gewicht der Flüssigkeit, so 
kann man aus dem Gleichgewichts- und Deformationszustand eines senkrechten Wand- 
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streiiens von der Breite »dy = ı (Abb. Ss) die folgenden zwei einfachen simultanen 
Differentialgleichungen ablesen 


G—-— — 


V=-—G. (58) 


T, ergibt sich dabei aus der unmittelbar einleuchtenden Beziehung T,—h-”. G, wird 
5 

bei einer Durchbiegung nach außen positiv gerechnet. Aus den Gl. (58) kann Gı oder 

auch , ausgeschaltet werden. Im letztern Fall hat man den Vorteil, die homogene 

Diiferentialgleichung 

h? 


(59) 
8 


4 4 

zu erhalten. Bei Eisenbetonbehälter Wänden ist die Charakteristik klein, höchstens 1,5 m, 

die Flüssigkeitstiefe und damit die Länge ! der Wand hingegen groß. mindestens 5 m, also 

gewöhnlich grüßer wie die Wellenlänge 7 s der Einzellösungen obiger Differentialgleichung. 

Man darf deswegen für Randbelastung durch @, = M und Q = H und praktische Berechnungs- 

zwecke die Wand als unendlich lang und als vollständige Lösung der homogenen Differential- 
gleichung 


annehmen. 
Mit Hilfe der Ableitungen (21) erhält man unmittelbar aus den Randbedinguugen 
G=+M -G+G=Hs, G=-M+BHs. .. . . a). 


Aus der ersten der simultanen Gleichungen folgt unter Weglassung des Störungsgliedes 
(Randlasten!) 


1. Z-fache Horizontal-Randverschiebung. 
Y 8? 272 


2. E-fache kanddrehung 


y st tr 2 r? 
J | hs? 
Die drei Einflußzahlen lauten also hier 
4 r? 2 Ip: 
ns?’ Rs 62) 


Auch hier stimmen die Dimensionsproben und die Reziprozitätsbeziehung «. — ası. 

Wir müssen noch im gewählten Hauptsystem der zylindrischen Wand mit freidreh- 
baren und horizontalverschieblichen Rändern die Belastungsglieder infolge des Flüssigkeits- 
druckes und, bei eingegrabenen Behältern, infolge des Erddruckes ermitteln. Bedenkt man, 
daß im genannten Hauptsystem infolge der in Frage kommenden Belastungen 7 proportional 
zu x anwächst, so erkennt man, daß die Mantellinie der Mitteliläche im Hauptsystem gerad- 
linig bleibt und man kann für den Flüssigkeitsdruck ohne Rechnung die gesuchten Be- 
lastungsglieder anschreiben 


h 9 


wobei die Nullstelle natürlich an den untern Rand verlegt ist. Für Erddruck findet man 
die entsprechenden Formeln (wieder für den untern Rand) 


| 
a0 — + (45° — = + (45° — . (64): 


In diesen leicht ersichtlichen Ausdrücken bedeuten: 


y. Spezifisches Gewicht der Hinterfüllung 

y ihr natürlicher Böschungswinkel 

p gleichförmig verteilte Auflast (z. B. Erdauflast) pro m’ 
!,r, h, Länge, Radius und Stärke der Wand. 


Bei geschlossenen eingegrabenen Behältern vom Typus der Abb. 9 treten in die beiden 
obern Elastizitätsgleichungen, die den monolithen Zusammenhang zwischen Wand und 


Ztschr. f. angew. 
26 Pasternak, Die praktische Berechnung biegefester Kugelschalen Math. und Mech. 


Kuppeldecke zum Ausdruck bringen, folgende von der Wand herrührende Belastungs- 
glieder: 
g : 


h 


Dazu kommen noch die Beiträge von der Erdbelastung der Kuppeldecke, die ange- 
nähert durch die Formeln 36, 39, 40 und 41 berechnet werden können. Zur Erfassung des 
in einem Behälter vom Typus der Abb. 9 (Tiefbehälter) oder der Abb. 10 (Hochbehälter) 
auftretenden Gesamtkräftespiels hat man im ganzen 2 x 2 Elastizitäts- oder Kontinuitäts- 
bedingungen von der Art der zu aller erst ange- 
gebenen symmetrischen Gleichungen (1) aufzustellen. | 
Mit Hilfe der abgeleiteten geschlossenen Formeln für 


(RAs49 7 10) 


Abh. 9. Abb. 10. 


die Einflußzahlen und Belastungsglieder findet man diese Gleichungen und durch ihre 
einfache Auflösung die gesuchten Randkräfte sehr rasch '). Die Verteilung dieser Rand- 
kräfte auf Decke, Wand und Boden des Behälters erfolgt durch Uebereinanderlagerung 
der mit den gefundenen M, H und @ ausmultiplizierten Einheitsschnittkräften. 

Es liegt nahe, die Kette der theoretischen Anwendungen der sich als grundlegend 


erwiesenen Differentialgleichung 


4 

vollständig zu schließen durch Behandlung des einfachsten Falles, d. i. des Balkens auf 

elastischer Bettung, dessen Theorie für das Baufach von ganz besonderer Bedeutung ist. 

Die Wichtigkeit und große Anwendungsmöglichkeit des Balkens auf elastischer 
Bettung läßt es aber als zweckmäßig erscheinen, ihm und seinen Anwendungen eine be- 
sondere Veröffentlichung zu widmen, die in dieser oder einer anderen Zeitschrift bald- 
möglichst nachfolgen soll. 

Ich will mich deswegen an dieser Stelle nur mit einer ganz kurzen Ableitung der 
Einflußzahlen für die elastischen Endquerschnittsbewegungen eines unendlich langen 
Balkens auf elastischer Bettung begniigen. Die sich weiter unten ergebenden Gl. (67) 
gehören in den Rahmen dieser Arbeit und zeigen ihre nahe Verwandschaft mit den bisher 
abgeleiteten Einflußzahlen. 

Die simultanen Differentialgleichungen des Problems lauten bei Randlasten 


d?M Ev d?z 
de: JE ’ daß (65), 


wo z die JE fache vertikale Durchbiegung bedeutet. Man kann wieder z oder M elimi- 
nieren. Bei veränderlicher Biegesteifigkeit eliminiert man am besten 2 und ersetzt die 


') Vergl. die Abhandlung des Verfassers: Formeln zur raschen Bereehnung der Biegebeanspruchung 
in Kreisrunden Behältern. S.B. Z. Bd. 86 (1925), S. 129, 
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sich ergebende Diiferentialgleichung durch ein symmetrisches System fünfgliedriger Glei- 
chungen, was in der angekündigten Arbeit näher gezeigt werden wird. 


Bei konstanter Biegesteifigkeit ist es gleichgültig, ob man M oder = wegschaflt. 
Eliminiert man z. B. M, so erhält man die Differentialgleichung 


mm 


‚„@’+z=0, wo s=| 


Für Randlasten und Balkenlängen !> zs.5s darf wieder die geschlossene, in dieser 
Abhandlung ausschließlich benutzte Lösung für den unendlich langen Integrationsbereich 
mit zwei Konstanten angenommen werden. 


Mit Hilfe der Ableitungen (21) hat man 


Somit Randdrehung 
2 
und Randverschiebung 
z 
J J E,s 


Also Einflußzahlen für den unendlich langen Balken auf elastischer Bettung 


4E 2E 2E 
Evo Eo 8” Eu8 
Nachtrag. 


Reduktion der simultanen Differentialgleichungen der Kegelschale auf 
symmetrische fünfgliedrige Differenzengleichungen. Die biegefeste Kegelschale, 
besonders die im Scheitel geschlossene, findet im Eisenbetonbau als Decke oder Boden 


nur selten Anwendung, da sich die Kugelschale für solche Zwecke als wirtschaftlicher 
erweist. 


Immerhin mag es von Interesse sein zu zeigen, daß sich die Kegelschale für Rand- 


lasten M und HY auf ganz ähnliche Weise wie die behandelten Fälle durch fünfgliedrige 
symmetrische Differenzengleichungen berechnen läßt. 


Wahrscheinlich ist auch hier eine angenäherte geschlossene Lösung vermittelst der 
Differentialgleichung (12) möglich: eine solche läßt sich aber nicht mehr aus dem Aufbau 
der sich ergebenden Differenzengleichungen ersehen, man wird zu ihr auf einem andern 
mir noch verborgen gebliebenen Weg gelangen müssen '). 


Die Ableitung der Gleichgewichts- und Elastizitätsbedingungen, ebenso die Auf- 
stellung der simultanen Differentialgleichungen geschieht natürlich auf Grund derselben 
Ueberlegungen wie bei der Kugelschale, nur muß infolge der Konstanz von «eine andere 
unabhängige Variable gewählt werden, z. B. r oder besser & = r tg «—= Abstand des Parallel- 
kreises von der Kegelspitze. Man erhält mit dieser Variabeln und sonst gleichen Annahmen 
und Vorzeichen wie bei der Kugelschale, 1. Gleichgewichtsbedingungen: wenn 
Nx&—= P gesetzt wird 

P+Dntga=0, 2G'+- (Gh -h)+P=0 


) Da bei dünnen Kegelschalen, ähnlich wie bei dünnen Kugelschalen, die Randlasten sich prak- 
{isch nur auf eine schmale Randzone verteilen, wird man immerhin, ohne große Fehler, für die Einfluß- 
zahlen der elastischen Randbewezungen der im Scheitel geschlossenen, oder nur wenig weit geöffneten 
kegelschale dieselben Formeln (27) wie für die Kugelschale benützen können, indem man 
die Kegelschale durch die sie am Rand berührende Kugelschale ersetzt. Vergl. die erwähnte Arbeit in 
der S.B.Z., wo auch die Belastunesglieder (a9, a90) für die Kegelschale unter der, aus gleichem 


(runde wie bei der Kugelschale zulässigen Vernachlässigung der Schub- und 


Bierebeanspruchungen 
ingereben sind, 


i 

| 

Ev 
| 
| 

| | 
| 
| 
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| 
| 
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2, Elastizitätsbedingungen'): wenn 


d d 
(11 — —- )» ( d) 
x 
1 v1 P TI tra 
h h h h 
x & 
ete a 


Die zweite der unterstrichenen Gleichungen findet sich wieder unmittelbar aus 
d. h. der l/ebereinanderlagerung der von den Längs- und (Querdehnungen 
herrührenden Meridianverbiegungen (vergl. Abb. 3 und 4). Die unterstrichenen Gleichungen 
gehen mit Berücksichtigung der Gleichgewichts- und Elastizitätsbedingungen über in die 
simultanen Differentialgleichungen mit demselben Differentialoperator?). 


1 \ 
12 (3) 
— — \ 
(h etz ? 
Die Substitution 
Vx 2x 4 r3 


wie bei der kreisrunden Fundamentplatte, führt die Gl. (3) über in das einfachere System 


3 3 12 u 
4 2° (hetga)®! x 
Der Ersatz der zweiten Ableitungen durch die entsprechenden Differenzenausdrücke 
liefert die allgemeine Form der zu 4 gehörigen fünfgliedrigen Differenzengleichung 


zo 
In ihr ist abkürzend gesetzt = —+ | ) A‘. Die erste dreigliedrige und 
etg m)“ 
die zweite viergliedrige Gleichung ergeben sich auf dem gezeigten Weg aus den Endlichkeits- 


bedingungen. 
Bis auf die erste Vorzahl 


+% + 


finden sich sämtliche übrigen Vorzahlen in den genannten Gleichungen nach dem Schema 5). 
Die äußern Randbedingungen lauten z. B. mit =(,lund’= 
— — 0,0667 un = — M un — 2,0075 = Hsin« (6). 
Infolee der Konstanz von «@ stimmen natürlich die Formeln für die spezilischen Biezeimomente 


überein mit den entsprechenden Formeln bei der kreisrunden Platte. 
3, Verel. z. B. Dubois: Ueber die Festigkeit der Kegelschale Zürich 1917. 


Nr. u Zr 
l 0,5625 + 0,12 X — 7,125 2 
2 E 13,5702 + 0,06 k — 10,625 3 
3 . 19,021 + 0.04 k — 14,338 4 
. 24.759 +0,05 k — 18,338 
30,6045 + 0.24k 


h . 


- 
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Genau genug ergeben sich daraus für praktische Berechnungs-Zwecke 

— 020% M, — M— 0,005» Hsin« . . . (6a) 
Führt man endlich diese Werte in die 8. und 9., d.h. in die beiden letzten «-Gleichungen 
ein, multipliziert ferner sämtliche Gleichungen mit r aus, so erhält man das bis auf die 


2 
Schalenkonstante k — ( a ) numerisch ausgewertete Gleichungssvstem (siehe die 
cetza 


Uebersicht auf S. 28/29 unten). 


Nachträglicher Zusatz. Führt man die numerische Variable 


ein, so gehen die Gl. (3) über in das System 
p’ 4P 


n n° K 7 n? 
das man durch die Substitution 


wieder von den ersten Ableitungen befreite. Man erhält die einfachen simultanen 
Differentialgleichungen 
uU — 3,75 u 2.18 
r, K 


deren zugehörige fünfgliedrige Differenzengleichung mit 
a= 243,75 (2) 
n 


lautet, viel einfacher wie Gl. (5) 
u — (aıt+o)u +2 


Die für sämtliche Kegelschalen gleichbleibende .„-Matrix kann ein 
für allemal, z. B. mit J—1 oder genauer J/=0,5 aufgestellt und nach Gauss 
reduziert werden. Sie läßt erkennen, daß man die Einflußzahlen der elastischen 
Randbewegungen der im Scheitel geschlossenen (oder wenig, weit geöffneten) Kegelschalen 
aus der vereinfachten Differentialgleichung 


genügend genau berechnen kann, sobald der y-Randwert nicht viel kleiner als 10 wird. 
In ähnlicher Weise wie bei der Kugelschale und der kreisrunden Platte auf elastischer 
Bettung gilt dann für Randlasten angenähert 


d= (Cie 12° cos V25*+ Ge sin 2 


wo &* — SRand — 
Ist die Kegelschale im Scheitel geöffnet (7 = > 5), so kann die Lösung der verein- 
fachten Diiferentialgleichung bei großen »-Werten ebenfalls benutzt werden. 549 
Belastungsglieder in F. 
Us Us 
M | H 
5 
— 22,275 
36,509 + 0,02 k -- 26,23 7 
. 42,4303 + 0,017 k — 30,201 | S 
| 48,376 + 0,015 k — 25,1772 Hsin « 
— 34,1772 26.1768 + 0,0134 k|— 5,5158 0,192 Hain 


| 
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Über die Stabilität 


des zu einer Schraubenlinie gebogenen und gedrillten Stabes. 
Von E.L. NICOLAI in Leningrad. 


s ist eine längst bekannte Tatsache, daß die Schraubenlinie eine mögliche Gleich- 
gewichtsfigur eines dünnen ursprünglich geraden elastischen Stabes ist, welcher 
durch Kräite und Kräftepaare, die an seinen Enden angreifen, gebogen und gedrillt 
wird. Unter welchen Umständen ist aber diese Gleichgewichtsform des gebogenen und 
gedrillten Stabes stabil? Eine eingehende Untersuchung dieser Frage scheint in der 
Literatur noch nicht vorhanden zu sein. In einer Abhandlung von A. B. Basset') ist 
das Problem kurz besprochen und eine Lösungsmethode angegeben; aber nur für einige 
Sonderfälle ist die Lösung wirklich durchgeführt. Der Spezialfall eines zu einem Kreis- 
ringe gebogenen und gedrillten Stabes ist auch von J. H. Michell’) behandelt worden, 


In vorliegender Abhandlung ‘) wird die Stabilität des zu einer Schraubenlinie ge- 


. bogenen und gedrillten Stabes untersucht unter der Voraussetzung, daß die Enden des 


Stabes eingeklemmt sind. Es sei gleich hervorgehoben, daß die hier gewonnenen Resultate, 
soweit sie sich auf die von A. B. Basset untersuchten Fälle beziehen, sich nicht mit 
den Ergebnissen des eminenten englischen Forschers zur Deckung bringen lassen. 


1. Problemstellung und Lösungsmethode. Wir wollen uns einen dünnen 
ursprünglich geraden zylindrischen isotropen und elastischen Stab vorstellen, dessen 
beide Hauptbiegungssteifigkeiten einander gleich sind. Durch Kräfte und Kräftepaare, 
die an seinen Enden angreifen, sei der Stab zu einer Schraubenlinie gebogen und ge- 
drillt; alsdann seien die Enden des Stabes eingeklemmt. Es fragt sich: ist die Gleich- 
gewichtsform des Stabes eine stabile oder nicht? 


Um diese Frage zu beantworten, wollen wir folgenden Weg einschlagen. Wir 
werden diejenigen Werte der Länge des Stabes aufsuchen, bei denen außer der zu unter- 
suchenden Schraubenlinienform auch noch eine zur Schraubenlinie benachbarte Gleich- 
gewichtsform des Stabes möglich ist, die den nämlichen Grenzbedingungen an den Enden 
des Stabes genügt. Den kleinsten dieser Werte wollen wir mit /. bezeichnen und die 
»kritische« Länge des Stabes nennen. Ist nun die Länge / unseres Stabes kleiner als 
die kritische Länge /,, so ist die zu untersuchende Gleichgewichtsform des Stabes sicher 
stabil; ist aber die Länge des Stabes größer als /,, so wird die Gleichgewichtsiorm des 
Stabes instabil. 


Daß diese Behauptungen richtig sind, läßt sich auf Grund des Lagrange- 
Dirichletschen Satzes beweisen. Wenden wir nämlich diesen Satz zur Untersuchung 
der Stabilität unseres Stabes an, so kommen wir auf ein Variationsproblem, das als iso- 
perimetrisches Problem aufgefaßt werden kann. Ob das in diesem Problem vorkommende 


Integral (nämlich die Deformationsenergie des Stabes) in der zu untersuchenden Gleich- 


gewichtsform des Stabes zu einem wirklichen Minimum wird, hängt wesentlich von der 
Jacobischen Bedingung des Nichtverschwindens einer gewissen Determinante ab. Diese 
Bedingung deckt sich aber mit der Bedingung des Nichtvorhandenseins einer Gleich- 
gewichtsform des Stabes, die der gegebenen Schraubenlinie benachbart ist und den 
nämlichen Grenzbedingungen genügt. Ist also !</,, so ist die Jacobische Bedingung 
sicher erfüllt und dementsprechend die zu untersuchende Gleichgewichtsform des Stabes 
stabil. Ist aber / > /,, so ist die Jacobische Bedingung nicht mehr erfüllt, woraus auf 
Instabilität des Stabes zu schließen ist. 

Somit hängt die Lösung des Problems von der Bestimmung der kritischen Länge 
des Stabes ab. 


2. Die Kirchhoffschen Gleichungen. Die Gleichgewichtsformen eines dünnen 
ursprünglich geraden zylindrischen Stabes werden durch Differentialgleichungen bestimmt, 


I) A. B. Basset, On the deformation of thin elastie wires. Amer. Journ. of Math. Vol. 17 
(1895), p. 281. 
*) J.H. Michell, On the stability ofa bent anıl twisted wire Messenger of Math. 19 (1590), p. 181. 


3) Die Ergebnisse dieser Untersuchung wurden vom Verfasser in einer russischen Schrift »Ueber 
die räumliche Elastica« (Petrograd, 1916) veröffentlicht. 
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die von Kirchhoff!) herrühren. Wir wollen diese Gleichungen in Erinnerung bringen. 
Unserem Zwecke entsprechend werden wir aber diese Gleichungen in einer etwas ge- 
änderten Form anschreiben. 

Wir betrachten die Gleichgewichtsiorm eines ursprünglich geraden zylindrischen 
Stabes, welcher durch Kräfte und Kräftepaare, die an seinen Enden angreifen, gebogen 
und gedrillt wird. Die Endpunkte der Stabachse bezeichnen wir mit M, und M3». Die 
an jedem der Enden des Stabes angreifenden Kräite und Kräftepaare seien statisch 
äquivalent einer Dyname, die aus einer Kraft P und einem Kräftemoment K besteht. 
Die Kräfte P und Momente X sind längs der Poinsotschen Zentralachse Z gerichtet. 
Wir wollen der Zentralachse Z/ einen bestimmten Sinn beilegen; alsdann sollen die 
Kraft P und das Moment X positiv gerechnet werden, wenn am Ende Mı, die Krait P 
mit der Z-Achse gleichgerichtet und das Moment A der Z-Achse entgegengerichtet ist. 
Ist P=0 (wirken also auf den Stab nur die Momente X), so kann Z eine beliebige zu 
den Momenten X parallele Achse sein; das Moment A wird wieder positiv gerechnet, 
wenn es am Ende Mı der Z-Achse entgegengerichtet ist. 


Die Stabachse wollen wir durchweg als unausdehnbar betrachten. Es sei M 
ein beliebiger Punkt der Stabachse. Wir bezeichnen die Bogenlänge MM mit s; die 
Richtung von Mı zu Ms soll der Richtung wachsender s entsprechen. Durch den Punkt 
M legen wir einen Querschnitt des Stabes. Die in diesem @uerschnitte auf den Teil 
M,M wirkenden Spannungen lassen sich zu einer Kraft V, die im Punkte J/ angreift, 
und einem Moment Z zusammensetzen. 


Nun führen wir im Punkte M ein Achsenkreuz x,y,z ein. Als z-Achse wählen 
wir die Tangente zur Stabachse (im Sinne wachsender s); die x- und y-Achsen seien 
zwei beliebige orthogonale Achsen in der Querschnittsfläche. Die Komponenten der 
Krait V und des Momentes Z nach den Richtungen x, y, 2 bezeichnen wir mit V,, V,, V., 
Im jedem Punkte M der Stabachse ist somit ein Achsenkreuz x, %y, festgelegt. 
Wenn wfr verschiedene Zustände unseres Stabes zu betrachten haben werden, so wollen 
wir uns die einem Punkt M entsprechenden x- und y-Achsen immer aus denselben 
materiellen Teilchen des Stabes zusammengesetzt denken. 

Nun wollen wir uns vorstellen, daß der Punkt M sich längs der Stabachse im 
Sinne wachsender s mit der Geschwindigkeit 1 fortbewegt und daß das mit dem Punkte 
M wanhdernde Achsenkreuz &, y,2 stets die ihm vorgeschriebene lLaage einnimmt. Als- 
dann wird das Achsenkreuz um den Punkt M mit einer bestimmten Winkelgeschwindig- 
keit (2 rotieren. Die Komponenten von 2 nach den Achsen x, y, 2 bezeichnen wir 
mit g, r. 

Lassen wir den Punkt M in der gleichen Weise längs der Stabachse wandern, 
indem der Stab sich in seinem ursprünglichen unverzerrten Zustande beiindet, so wird 
das Achsenkreuz mit einer (positiven oder negativen) Winkelgeschwindigkeit r, um die 


z-Achse rotieren. Die Größe r — rı = r mißt den Drall des Stabes in seinem verzerrten 
Zustande. | 
Es bestehen nun folgende Gleichungen: 

d x 1 V; V: r 

ds ds ds 

= — — v,=0, -— pL+rLl.+ =0, — (2), 


ds ds 
die sich als Gleichgewichtsgleichungen für ein Stabelement ergeben. 

Die Gleichungen (1) lassen sich soiort integrieren. Nämlich ist die Kraft V gleich 
und gleichgerichtet mit derjenigen Kraft ?’, die am Ende M, des Stabes angreift. Wir 
führen beliebige feste orthogonale Achsen &,n,{ ein und bezeichnen die Kosinusse der 
Winkel zwischen den x, y,2- und den 5,7, S-Achsen laut dem Schema 


z 


s bi a 


I) &, Kirchhoff. Ueber das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich «dünnen elasti- 
schen Stabes. (Crelles Journ. für Math., Bd. 56 (1859). Mechanik, Vorles. 28. 


| 
| 
| 


| 
Ay ba Ca 
| 
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Bezeichnen wir die Komponenten nach den Richtungen $£, , { derjenigen Kraft 7’, 
die am Ende Mı, angreift, mit P,, P,, P;, so ergeben sich die Gleichungen 
V.=-(Pa+P&+Pa) (3), 
die als Integrale der Gleichungen (1) anzusehen sind. 

Die Gleichungen (2) werden wir weiter umformen, indem wir annehmen, daß die 


beiden Hauptbiegungssteifigkeiten unseres Stabes einander gleich sind. Bezeichnen wir 
die Biegungs- bezw. Drillungssteifigkeit des Stabes mit A bezw. C, so haben wir 


— Ap. L, Aq, L, == C(r Cr. 
Indem wir diese Werte in die Gleichungen (2) einsetzen, erhalten wir 


dt 
4). 
(4) 


Diese Gleichungen sollen als Grundlage für die 
e folgenden Berechnungen dienen. Aus letzter Gleichung 
| sieht man, daß der Drall 7 längs des Stabes konstant 
sein muß. 


3. Die $chraubenlinie als räumliche Elastica. 
Bekanntlich lassen die Gleichungen (3) und (4) eine 
partikuläre Lösung zu, die einem Gleichgewichtszustande 
des Stabes entspricht, bei dem die Stabachse die Form 
einer Schraubenlinie annimmt. Wir wollen diese lösung 
näher ins Auge fassen. 
5 Wir betrachten eine Schraubenlinie vom Stei- 
gungswinkel 9 (wobei —- 90°<9< 90° ist), die aui 
ar ur einem Kreiszylinder vom Halbmesser o liegt, Abb. 1. 
i Es fragt sich: wie groß müssen die Kraft ?P und das 
Zn Moment A sein, damit die Stabachse die Gestalt dieser 
Schraubenlinie annimmt und zugleich der Stab den 
gegebenen (konstanten) Drall z erhält? 
Als x- und y-Achsen wählen wir die Haupt- 
Abb. 1. normale und Binormale der Schraubenlinie. Alsdann 
isst p=0; q und r bestimmen die Krümmung bzw. 
Windung der Schraubenlinie. Wir haben also 
cos? sin cos 


7 


= 


Aus (4) ergibt sich 


> 


(5). 


Die [-Achse des Achsenkreuzes S, y, { lassen wir mit der Achse des Kreiszylinders 
zusammenfallen und zwar soll die positive {-Richtung der Richtung positiver Steigungs- 
winkel ® entsprechen. Die Zentralachse Z fällt auch mit der Achse («des Kreiszylinders 
zusammen; als positiven Sinn der Z-Achse wählen wir die positive Richtung der { Achse. 
Alsdann haben wir 


P=(, P;=P, D; —= COS = sin®. 
Aus (3) ergibt sich 
V„=-Poo%®, ‚=-Psind ....2.%66). 
Indem wir die Werte von V, aus (5) und (6) vergleichen, erhalten wir 


sin Fcos 
— 


N 


Das Moment X läßt sich nach Formel 
K=L,% + _L,b—+L:;c; 
berechnen; wir erhalten 


4, Das Verfahren von Clebsch. Um nun die Differentialgleichungen einer zur 
Schraubenlinie benachbarten Gleichgewichtsfigur des Stabes zu gewinnen, wollen wir 


ds | 
u 
B 
g 
G 
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uns eines Verfahrens bedienen, das von Clebsch'!) zur Untersuchung kleiner Defor- 
mationen von Hause aus krummer Stäbe aufgestellt wurde. Wir wollen das Verfahren 
kurz auseinandersetzen. 

Wir betrachten zwei benachbarte Gleichgewichtszustände des Stabes; wir wollen 
sie Zustand I und Zustand II nennen. Im Zustande I bezeichnen wir einen beliebigen 
Punkt der Stabachse mit NM); wenn der Stab in Zustand II übergeht, so nehme der 
Punkt M, die Lage M an. Das im Punkte M, nach 2. konstruierte Achsenkreuz be- 
zeichnen wir mit &%o, %0. 20; in Zustand II geht dieses Achsenkreuz in das dem Punkte M 
entsprechende Achsenkreuz x,y,2 über. Wenn das Achsenkreuz %o, yo, 2 längs der 
Stabachse in Zustand I wandert (indem der Punkt M, sich mit der Geschwindigkeit I 
fortbewegt), so rotiere es um den Punkt M, mit der Winkelgeschwindigkeit ,; die 
Komponenten von nach den Achsen seien Po, 90, Die entsprechenden 
Größen in Zustand II seien S2,p,g,r. Wir bezeichnen 

und betrachten die Öp, ög, Ör als kleine Größen erster Ordnung. 

Die Komponenten der Verschiebung MoM nach den Achen x, Yo. 2o wollen wir 
mit ”, vo, w bezeichnen und auch als kleiae Größen erster Ordnung betrachten. 

Nun wollen wir den Uebergang des Stabes aus Zustand | in Zustand II näher 
ins Auge fassen. Die diesem Uebergange entsprechende Verschiebung des Achsenkreuzes 
%o, Yo, 2 läßt sich aus der Verschiebung M,M und einer kleinen Drehung zusammen- 
setzen. Diese Drehung zerlegen wir in drei Drehungen um die Achsen x, yo, 20; die 
entsprechenden Drehungswinkel wollen, wir mit «, ?, Yy bezeichnen und wieder als kleine 
Größen erster Ordnung betrachten. 

Um den Zusammenhang der Größen öp, öq,ör mit den Winkeln «,P, y aufzu- 
stellen, wollen wir uns vorstellen, daß die Achsenkreuze &), Yo, 2, und &, y, 2 gleichzeitig 
längs der Stabachse in Zustand I bzw. Zustand II fortwandern (indem die Punkte Mo 
und M sich mit der Geschwindigkeit 1 bewegen), und betrachten die Winkelgeschwin- 
digkeit $2 als zusammengesetzt aus der Winkelgeschwindigkeit (2, und der relativen 
Wınkelgeschwindigkeit !2,, mit der das Achsenkreuz x, y, 2 gegen einen mit dem Achsen- 
kreuze %&%o, Yo. 2 bewegten kaum rotiert. Wir haben also 


Projiziertt man diese Gleichung nach den Achsen &, y, z und bedenkt, daß. die 
Komponenten der Winkelgeschwindigkeit !2, nach den Achsen %o, 0, 2 nichts anderes 


als die Ableitungen —, —, > sind, so erhält man unter Beibehaltung nur der Glieder 
8 ds 
erster Ordnung 


as 
101 


d d 


Auf ähnliche Weise läßt sich auch die Geschwindigkeit des Punktes M (der 
längs der Stabachse in Zustand II sich mit der Geschwindigkeit 1 fortbewegt) zusammen- 
setzen aus seiner relativen Geschwindigkeit gegen den mit dem Achsenkreuze &%,, Yo, 20 
bewegten Raum und einer Führungsgeschwindigkeit, die der Bewegung dieses Raumes 
entspricht. Diese Führungsgeschwindigkeit läßt sich wieder als zusammengesetzt aus 
der Geschwindigkeit des Punktes M, (die gleich I ist) und einer der Drehung des Achsen- 
kreuzes %Xo, Yo, 2» entsprechenden Geschwindigkeit auffassen. Die Komponenten der 
du dv dw 
ds ’ ds’ ds 
Werden nun alle Geschwindigkeiten nach den Achsen &,, Yo, 2, projiziert, so ergibt sich 

Die beiden ersten Gleichungen bestimmen den Zusammenhang zwischen den 
Winkeln «, # und den Verschiebungen «,», ww; durch die letzte Gleichung wird die 
Bedingung der von uns vorausgesetzten Unausdehnbarkeit der Stabachse zum Ausdruck 
gebracht. 


5. Die Differentialgleichungen der zur Schraubenlinie benachbarten 
Gleichgewichtsfigur des Stabes. Nun wollen wir das soeben auseinandergesetzte 


relativen Geschwindigkeit des Punktes M nach den Achsen x», Yo, 20 sind 


I, A. Clebsch, Theorie der Elastizität fester Körper (1862) 5 57. 


| 
| 
| 


| 
| 
| 
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| 
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Verfahren zur Aufstellung der Diiierentialgleichungen der zur Schraubenlinie benach- 
barten Gleichgewichtsfigur des Stabes anwenden. 

Als Zustand I betrachten wir den der Schraubenlinie entsprechenden Gleich- 
gewichtszustand des Stabes; der benachbarte Zustand sei Zustand Il. Die in 3 ein- 
geführten Achsen z, y, z sollen jetzt &%o, Yo, 20 heißen; die Achsen & bzw. yo sollen also 
mit der Hauptnormale bzw. Binormale der Schraubenlinie zusammenfallen. Alsdann ist 


Das Achsenkreuz 5, 7,5 soll wie in 3. festgelegt sein. Die Komponenten der 
(am Ende Mı, angreiienden) Kraft P nach den Achsen £, »,{ in Zustand I sind 
P| 0, P; = 0, P; 
wo P den Wert (7) hat. In Zustand Il bezeichnen wir die entsprechenden Größen mit 
wo ÖP,, P; kleine Größen erster Ordnung sein sollen. 
Die Kosinusse der Winkel zwischen den %o, Yo, 20-Achsen und den &, n, [-Achsen 
(Zustand I) bezeichnen wir (wie in 2) laut dem Schema 


Yo z0 


& b; 
7 
a; bs; 


Diese Kosinusse lassen sich in folgender Weise ausdrücken: 


a —=—c089, =—cosV sing 
b; = cos, = sin 
wo g der in Abb. I eingeführte Winkel ist. Es ist q = .; 
Die Kosinusse der Winkel zwischen den Achsen &, y,z und den Achsen S, 7, © 
(Zustand II) wollen wir entsprechend a, + + , + bezeichnen. Die 


Größen da, Öbı ..., 0, lassen sich durch die Winkel «, 3, y ausdrücken; insbesondere 
haben wir 
Nun wenden wir die Gleichungen (3) und (4) auf Zustand II an. In Zustand | 
haben wir 
V.=0, V,=—-Psin®, 
wo J’ den Wert (7) hat. Bezeichnen wir die entsprechenden Größen in Zustand II mit 
V, + 6V,. so folgt aus (5), indem wir (12) und (13) berücksichtigen, 
öV,= + sing — P(y cos sin 9) 
sin®sing + sin®#cosp—ÖP; cos — Pa sin 
Pı sing —ÖP, cosy sinY + Pa cos 

Nun gehen wir zu Gleichungen (4) über. Bedenken wir, daß r— rn, —=r und 
folglich ör — Öör ist (es bedeutet 7+ö7r den Drall des Stapes in Zustand II), und be- 
merken, daß nach (7) 

Po 

eos 

ist, so ergeben die Gleichungen (4), wenn wir sie auf Zustand I[ anwenden und Ab- 
leitjngen nach s durch Ableitungen nach 9 ersetzen, 

adp Po? 


A UT 


dödgq Po 
4 dg + cos? co8 ( ); 
dy 


wo für ÖV, und ÖV, ihre Werte aus (14) einzusetzen sind. Aus letzter Gleichung folgt 
— konst. 
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Zu diesen Gleichungen sind noch die Gleichungen (9) und (10) hinzuzufügen. 
Setzen wir die Werte von po, 90, ro aus (11) ein, bedenken, daß ör = dr ist, und ersetzen 
wieder Ableitungen nach s durch Ableitungen nach 9, so lassen sich die Gleichungen (9) 
schreiben: 


da dad o dy 
— Psind =" = — do, = (16). 
Entsprechend nehmen die Gleichungen (10) folgende Form an: 
"+ v sind — — — 0 (17). 
dy cos dy con dp 


Durch die Gleichungen (15), (16) und (17) werden die Größen «, ß, y und «u, v, w 
bestimmt. Es ist ersichtlich, daß die allgemeinsten Ausdrücke dieser Größen mit 12 
willkürlichen Konstanten behaftet sind: nämlich sind es die Konstanten dP,, ÖP,, ÖP;, 
özr und 5 weitere willkürliche Konstanten, die bei der Integration der Diiterential- 
gleichungen (15), (16) und (17) hinzukommen. 


6. Integration der Differentialgleichungen der zur $Schraubenlinie benach- 
barten Gleichgewichtsfigur des Stabes. Die Integration der soeben aufgestellten 
Differentialgleichungen läßt sich in einfacher Weise ausführen. Es ergeben sich folgende 
Resultate. 

Die Winkel «@ und y werden durch die Formeln 
— Pı — ÖP; cos,g) — 


m 


0? 


| 
+ (sin —+ ) 


A m A eos? 
+ sinmw 
co3 


> m“ 4 


_ ) yör+ 
m“ 
Po* cos 


€ \ 


m m 


auseedrückt, wo zur Abkürzung 
m? —c08?9 + (sin + ) 18 
A cos” A ( ) 


gesetzt ist und &ı, &, &, & Integrationskonstanten sind, die man als kleine Größen erster 
Ordnung anzusehen hat. 


Alsdann läßt sich der Winkel $ aus der Beziehung 


Po: o Po? 
3 (sin -——- ) zu — (sin + ) Ör 
A cos? A cos? I 


e9s 


+, 
cos ı 


berechnen, wo & eine neue Integrationskonstante ist, die wir auch als kleine Größe 
erster Ordnung ansehen wollen. 


Für die Verschiebungen « und w ergeben sich die Ausdrücke 


>92 3 2 I 92 


cos cos? m? A cos m A 
cos 


2 


9° 


A cos? m? m? Acos m Acos’ 
m 
+g(öPı sing cosy)} + cos (5 sin — & COS P)-+ &. 


Hier sind &, &, & drei weitere Integrationskonstanten, die wieder als kleine Größen 
erster Ordnung aufzufassen sind. Die Verschiebung » ergibt sich dann ohne weiteres 
aus der ersten Gl. (17). 


3% 


| 
| 
| 
| 


= 
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In allen angegebenen Formeln hat P den Wert (7). Allerdings verlieren diese 
Formeln ihre Gültigkeit für den Fall P—0. Auch für diesen Fall lassen sich ent- 
sprechende Formeln leicht aufstellen; wir wollen aber an dieser Stelle auf ihre Wieder- 


gabe verzichten. | 


7. Die zwei Typen der zur Schraubenlinie benachbarten Gleichgewichts- 
figuren des Stabes im Falle eingeklemmier Enden. Nun wollen wir die Grenz- 
bedingungen einführen. Wir setzen voraus, daß die Enden des Stabes eingeklemmt sind; 
unsere Aufgabe ist, diejenigen Werte der Stablänge / aufzusuchen, bei denen eine zur 
Schraubenlinie benachbarte und den gegebenen Grenzbedingungen genügende Gleich- 
zewichtsfigur des Stabes möglich ist. 

Es ist vorteilhaft, von nun ab den Anfangspunkt, von dem die Bogenlänge s (also 
auch der Winkel y) gemessen wird, in die Mitte der Stablänge zu verlegen. Bezeichnen 
wir die Länge des Stabes mit /, so entsprechen den Enden Mı und M, des Stabes die 


Werte der Bogenlänge s— — !2 bzw. s—=-+//2. Die den Enden Mı und M;, ent- 
sprechenden Werte des Winkels g wollen wir mitt 9= — ® bzw. 9—= + ® bezeichnen. 
Es ist also 

Po 

cos 


Sind beide Enden des Stabes eingeklemmt, so haben wir die Grenzbedingungen 


für und g = — Setzen wir hier die oben aufgestellten Ausdrücke von u, v, 
w, @, 9, y ein, so erhalten wir 12 homogene lineare Bedingungsgleichunger, denen die 
Konstanten ÖPı, Ör, &, &,...& genügen sollen. Eine Elimination der Kon- 


stanten führt auf zwei Gleichungen von der Form 
sf(P)=0 und — 0, 
wo zur Abkürzung 


sin P\ sinm®P\ sin® 
— m®P sinm ® (cos® ) \Dsin® (cos® — ) 
mp D 
+ esind + P eos Psin® — 2 sin’®) 
Po? 
_ . 21 

A cos” ( ) 


gesetzt ist. 

Es läßt sich leicht nachweisen, daß mit verschwindenden & und & auch alle 
übrigen Konstanten den Wert Null annehmen, so daß alle sechs Grüßen u, v, w, @, P, 7 
verschwinden. Um also eine zur Schraubenlinie benachbarte Gleichgewichtsfigur des 


Stabes zu erhalten, muß man entweder 

= 0 (Typus I) 
oder 0, = 0 (Typus II) 
setzen. 

Es sind also zwei I'vpen von Gleichgewichtsfiguren, die der Schraubenlinie 
benachbart sind und den Grenzbedingungen genügen, möglich; sie sind durch die Fest- 
setzungen a —=0 bzw. & -— 0 gekennzeichnet; wir wollen sie Typus I bzw. Typus II 
nennen. Gleichgewichtsfiguren dieser beiden Typen sind nur dann möglich, wenn der 
Winkel ® der Gleichung f(P) = 0 bzw. 4 (P) — 0 genügt. 


8. Untersuchung der Wurzeln der Gleichungen /(P)—=0 und „(P) —= 0. 
Nun kommt es darauf an, «en kleinsten positiven Wert von ® zu bestimmen, der einer 
der beiden Gleichungen f(P),—= 0 oder y(P) = 0 genügt. Diesen Wert wollen wir mit 
®, bezeichnen und den »kr.tischen« Wert von ® nennen. Ist dieser Wert bestimmt, so 
läßt sich die kritische Länge /, aus 


«$D; 
cos 


berechnen. 
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Es ist klar, daß die Gleichungen f (P) — 0 und „(P) —0 unendlich viele positive 
Wurzeln haben; wir wollen diese Wurzeln, der Größe nach geordnet, mit ®,, ®,, ®;,. 
bzw. D\, PD), D;,.... bezeichnen. Nun läßt es sich zeigen, daß 

ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, sei darauf hingewiesen, daß durch die Gleichungen 
f(P)—0 und g(P)= 0 die Größe ® als (mehrdeutige) Funktion P —-P(e) des Para- 
meters c bestimmt ist (man bedenke nämlich, daß laut (18) die Beziehung 


(24) 
besteht). 

Es läßt sich zeigen, daß die Funktion P—-®P(c) für alle Werte von e stetig ist 
(den Wert e—0, wo die Gleichungen /(p)—=0 und g(p)=0 in die Identität 0 — 0 
übergehen, eingeschlossen). Auch kann man zeigen, daß es keinen Wert von c gibt, bei 
dem die Gleichungen f(P)=0 und y(P) = eine gemeinsame Wurzel haben. Allerdings 
muß dabei die Voraussetzung 9 = 0 gemacht werden. Der Fall 9 —0, der als Aus- 
nahmefall zu betrachten ist, sei vorläufig ausgeschlossen. 

Schreibt man nun dem Parameter « den Wert c—= — 2sin ! zu, so vereinfachen 
sich die Gleichungen /(P)—=0 und g(P)—=0 ganz bedeutend. Nach (24) ist nämlich 
in diesem Falle »n = 1; bemerkt man noch, daß für alle (nichtverschwindende) Werte von ” 

DPD: — DeosPsin® >0 
D:+PcosP sin® — 2 sinP > 0 
ist, so ist ersichtlich, daß in vorliegendem Falle die Gleichungen f(P) — 0 und y(P) — 0 
sich auf die einfachen Gleichungen 
sin® =0 und cos® — — 0 
reduzieren. 

Nun ist die Reihenfolge der positiven Wurzeln dieser Gleichungen wirklich die in 
(23) angegebene. Aus oben Gesagtem folgt, daß dieselbe Reihenfolge für jeden Wert 
von e bestehen muß. 

Somit ist festgestellt, daß der »kritische« Wert des Winkels ® mit der kleinsten 
positiven Wurzel ®, der Gleichung 

= m® cos m® sin?D — sinm® IP cos sin ® | 

— PeosPsin®D)}—0 (25) 
zusammenfällt. 

Auf beistehender Abb. 2 ist 
der Verlauf des kritischen Winkels 
®, als Funktion von c für den Fall 
0 —= 50° graphisch dargestellt. 


9. Stabilität eines vollen 
Umlaufes der Schraubenlinie. 
Nun wollen wir die Frage stellen, 
unter welchen Umständen ist ein 
voller Umlauf der Schraubenlinie 
stabil? In diesem Falle ist D — 
180°; Stabilität ist also gesichert, 
alsbald ", > 180° ist. Für welche 
Werte von e ist aber D, > 150°? 


Zunächst wollen wir die- 3 
jenigen Werte von ce aufsuchen, bei (RA435 22) 
denen ",= 150° ist. Setzen wir Abb. 2. 
P=n in die Gl. (25), so geht sie 
in die einfache Gleichung sinmrz— 0 
über, woraus sich die Werte m— |, 2, 3,.... ergeben. Aus (24) ergeben sich dann 


unendlich viele Werte von ce, die in der Formel 
e= — sind + VYm? — 1 + sin’ 


enthalten sind; diese Werte von e (= U ausgeschlossen) entsprechen den Sehnittpunkten 
der Kurve mit der Geraden —z, 


) 
| 


| 
| 
| 
| | 
750° 4 | 
= | 
90°\_ 
| | 
30° | | 
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Es fragt sich nun, in welchem Intervalle ist ®, > 180°? Greifen wir auf den Fall 
0 = 30° zurück, so ist aus Abb. 2 ersichtlich, daß in diesem Falle P,> 180° ist, wenn e 
in den Grenzen — 1 <e<< 1,303 oder 
— <ce<—sin® +Y3 sin?® 


liegt. Aus Stetigkeitsgründen (es ist nämlich ®—= "(c) eine stetige Funktion von ®) läßt 
sich nun behaupten, daß dieselbe Stabilitätsbedingung für jeden positiven Wert des Steigungs- 
winkels ® bestehen muß. Was die negativen Werte von 3 anbelangt, so ist aus 
Symmetriegründen zu schließen, daß hier die Stabilitätsbedingung in 


— sin® — V3 + sin? 9 2sind 
übergeht. Der Fall d# = 0 bleibt vorläufig ausgeschlossen. Somit kommen wir auf 
folgende Stabilitätsbedingungen für den vollen Umlauf der Schraubenlinie 


— 2sin®d <e<— sind +V5 + sin?$ 0) 
Bedenkt man, daß nach (7) und (21) 


c=sind — — 
cos 4 A 


ist, so lassen sich diese Stabilitätsbedingungen auch in der Form 


(2sin® — V3 + sin?®) cos d <Aor<3 sind cos 0) 
<Aor<(2 sind +V3 + sin?) cos (8 <0) 


schreiben, woraus die mit Stabilität des vollen Umlaufes der Schraubenlinie verträglichen 
Werte des Dralls z sich bestimmen lassen 


10. Der Fall K=0. Es seien noch einige Sonderfälle kurz besprochen. 

Der Stab kann zu einer Schraubenlinie auch durch die Kräfte P allein (ohne 
Kräftepaare K) gebogen und gedrillt werden; dazu gehört ein ganz bestimmter Wert des 
Dralls z. Setzt man X=0, so ergibt sich aus (7) und (8) 

cos? 9 A cos? 


— Pos 


kosin #’ sin 
Somit haben wir in diesem Falle 
P 0° 1 


Cem | 34 
A cos? sin 


sin? 
Die Gl. (25), deren kleinste positive Wurzel der kritische Wert des Winkels ® ist, wird 
in diesem Falle 
f(P) = mW cos m P sin’ D — sinm (2 Dcos Psin® — 0. 
Für jeden Wert des Steigungswinkels d bestimmt sich hieraus der kritische Winkel 


®,. Einige Werte von ®, und die zugehörigen Werte von ® sind in folgender Zahlen- 
tafel I zusammengestellt; es ist klar, daß ®, eine gerade Funktion von % ist. 


Zablentafel I KXK=0. 


0” 09 120° 28°. 6 
3.0" 67 150° 39V. 6 
50% 139. 7 170° 55°.9 
219,0 180" 


Auf Abb. 5 ist der Zusammenhang zwischen ®, und % auch graphisch dargestellt. 
Man sieht, daß in vorliegendem Falle ein voller Umlauf der Schraubenlinie (PD — 180°) 
bei jedem Werte des Steigungswinkels Ö labil ist, was mit den in 9 abgeleiteten Stabili- 
tätsbedingungen im Einklange steht. 


I) In der Abhandlunz von A. B. Basset (l. e.) ist als Stabilitätsbedingungz für den vollen Umlauf 
der Scehraubenlinie bei eingeklemmten Enden die Bedingung m <Z 1 angegeben, woraus sich für c die 
engeren Grenzen —2sin#®<e<o0 und 0 <e<—2sin 0) ergeben würden. 
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Die kritische Länge des Stabes /, läßt sich nach der Formel 
2 0 
Ii eos 
berechnen, wofür in vorliegendem Falle auch 
A 

/ 

geschrieben werden kann. Für 09 =90° (gerader durch die Kräite P gedrückte Stab) 
haben wir ®,= und folglich 
A 
p’ 
welcher Ausdruck mit der Eulerschen Knickungsformel für den Fall eingeklemmter 
Enden zusammenfällt. 


k=2n 


11. Der Fall’—=0. Im Falle 0 


o 
780 
d | - (verschwindender Drall) haben nach (7) und 
ie (8) die an den Enden des Stabes anzubrin- 
u: | eenden Kräfte P und Kräftepaare X folgende 
| Werte: 
720 — + 
\ | 240° 
| 
90° 
| | 220° 
| 1 
| 
o 
3 — 
| \ 780° 
| 
| | | | 
269 50 39° 99° 760° 3 | 4 
=90° -60° 0° 30° 60° 90° 
[RA #35 2 4) 
Abb. 3. Abb. 4. 
A sin cos? A cos? 
P= K= 
Es, ist 
/ 
—=sin”, 


Die Gleichung (25) wird 
= m®Pcosm Psin®P — sinm cos P sin P — sin? 9 (D’— P sin Di} = 0. 
Nach dieser Gleichung gehört jedem Werte von Ö ein bestimmter kritischer Wert 


D, des Winkels ®. Zahlentafel II gibt einige zusammenhängende Werte von P, und 0; 
auch hier ist ®, eine gerade Funktion von %. 


Zahlentafel II. 7—0. 


PD; 

180° 13.6 19.3 
1 400 79.6 67°. 6 220° 
200° 10°, 7 57°’. 4 225" 22°. 1 30°, 9 


Auf Abb. 4 ist der Verlauf des kritischen Winkels ®, graphisch dargestellt. Kin 
voller Umlauf der Schraubenlinie (® — 180°) ist stabil bei allen Werten von % außer 
der Grenzfälle = 90° und — 90” (geradlinige Gleichgewichtsform des Stabes) und 
0 —=0 (der zum Kreisringe gebogene Stab). Im Falle 9 — 90° kommen wir auch hier 
auf die Eulersche Knickungsformel. 


12. Der Fall P=0. Im Falle P=0 (der von Kräftepaaren gebogene und ge- 


drillte Stab) haben wir nach (7) und (8) 
A cos sin cos 
== T= 


7) 
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Es ist e=0, m=|1. Die Gl. (25) geht in die Identität 0 — 0 über. Entwickelt 
man aber den Ausdruck f(®) nach steigenden Potenzen von c und geht alsdann zur 
Grenze c=0 iiber, so erhält man die Gleichung 

2D — sin P) sin?® — sin® (P — cos P sin P) — 0, 
die den kritischen Winkel ®, bestimmt. Dieselbe Gleichung kann man auch ohne 
Grenzübergang und unabhängig von der Gl. (25) gewinnen, indem man alle Rechnungen, 
welche im,Falle P= 0 zu der Gl. (25) geführt haben, auch für den Fall P=0 ausführt. 

In Zahlentafel III sind einige Werte von ®, und die zugehörigen Werte von 
zusammengestellt; wieder ist ®, eine gerade Funktion von %. 


Zahlentafel III. P=0. 


DPD; $D; 9 


16°, 02 250° 41°, 59 
190, 25 255° 570, 43 
23°, 29 257°, 45 90" 
29°, 34 


Abb. 5 stellt den Verlauf des kriti- 
schen Winkels ®, dar. Ein voller Um- 
lauf der Schraubenlinie (® — 180°) ist 
stabil bei allen Werten von %Ü, außer 
= 0 (der zum Kreisringe gebogene 
Stab). Für die kritische Länge des 
Stabes erhalten wir im Falle P=0 den 
Ausdruck 


== 2 D, . 
cos K 

Für $ = 00° (gerader durch Kräfte- 
paare K gedrillte Stab) haben wir 
4,4934 (kleinste positive Wurzel 
der Gleichung ®— tg ®=0) und also 


A 
Abb. 5. = 8,9868 
K 


13. Stabilität des zum Kreisbogen gebogenen und gedrillten Stabes. Im 
Falle ®—0 geht die Schraubenlinie in einen Kreisbogen über. Dieser Fall ist in ge- 
wissem Sinne als ein Ausnahmefall zu betrachten, insofern, als hier die in 8 erwähnten 
Sätze über die Wurzeln der Gleichungen f(P)—0 und y(P) = 0 nicht mehr gelten. 
Das Problem erfordert also eine besondere Betrachtung. 
Setzen wir ®— 0 in (19) und (20), so gehen die Gleichungen f(P) — 0 und 
((P)=sin® {mPeosm®Psn® . (%6), 


sin 
y(P) — (cos — ) sinm® (cos — <) 
(a7) 
— ® sin ® (cos \ 
m 


über. Es ist hier m — Vı 
Die Wurzeln der Gl. (26) setzen sich also aus den Werten P=nr (n ganze 
Zahl) und den Wurzeln der Gleichung 


.... (28) 

zusammen. Ebenso zerfällt die Gl. (27) in die beiden Gleichungen 
Pete P —ı=0, 

mPcecemP— I Peg P— 1 

29). 


Löst man die Gl. (28) und (29) nach « auf und bezeichnet deren positive Wurzeln, 
der Größe nach geordnet, mit cı, Ca, ... bzw. cı', @, €,..., ist der Verlaui 


180° 0" 210° 
185° 6°, 64 220° 
1909 99, 27 230" 
200° 12°, 95 240° | 
280° 
20 — \ 
220° 
200 
| | 
+ 
| 
760° o o o oO oO 
- 90° -60° -30 0 30 60° 2 90 
[RA 4% 525] 
| 
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dieser Wurzeln der in Abb. 6 dargestellte. In der Abbildung sind die Kurven, die den 
Wurzeln cı, c, und cı', ec, entsprechen, aufgezeichnet. Man sieht, daß diese Kurven sich 
gegenseitig schneiden in den Punkten, die denjenigen Werten von ( entsprechen, welche 
den Gleichungen sin® —0 und Petg — 1 = 0 genügen. 

Nun wollen wir die positiven Wurzeln der 
Gl. (26) und (27), wenn man sie nach ® auflöst 5% 
und die Wurzeln der Größe nach ordnet, mit © 
D,®D,,P;,... bzw. D,, ®;,... bezeichnen. 50% 
Die Kurven, die die Abhängigkeit dieser Wurzeln 
von c darstellen, setzen sich aus Stücken der in 35nel 
Abb. 6 aufgezeichneten Kurven und aus Stücken 
der zur c-Achse parallelen Geraden, die den 
Gleichungen sin ®?=0 und Peg P — 1=0 ent- 
sprechen, zusammen. Der Verlauf der Wurzeln ä 
D,, D,, D;, D,', ... ist also 
mit Unstetigkeiten behaftet; die Unstetigkeitsstellen 


a» 9” 
(an denen die Ableitung 2 unstetig wird) sind 
dc 
zugleich die Stellen, an denen die Gl. (26) und 7 ; 3 i ve 
(27) gemeinsame Wurzeln haben. 26] 
Es ist leicht zu übersehen, daß die Reihen- Abb. 6. 


folge der Wurzeln ®,, ®,, D;,... und ®,, 


D;,... die folgende ist: 
indem das Gleichheitszeichen an den oben genannten Unstetigkeitsstellen zutrifit. 


Q 
Q 


o 
RAsssZ7 
Abb. 7. 


Somit ist erwiesen, daß auch in dem Falle % — 0 der kritische Winkel ®, der 
kleinsten positiven Wurzel ®, der Gleichung f(P) — 0 gleichzusetzen ist. Der Verlauf 


des kritischen Winkels ®, ist in Abb. 7 dargestellt. Es ist D, = 180° für -V3 <e<y3. 
Für c>V3 sind einige Werte von PD; in Zahlentafel IV zusammengestellt. 


Zahlentafel IV. 9—0. 


Pr ® Dr c 
1800 V3 600 4,259 
150° 1,808 30° 8,563 
120" 2,142 09 

900 Vs 


Man sieht, daß der volle Kreisring (D = 180°) bei keinem Weit» von € (also bei 
keinem Werte des Dralls ?) als stabil anzusehen ist. Bei c> V3 oder e<— V3 ist er 
sicher instabil; bei — V3<e<V 3 befindet er sich an der Grenze der Stabilität. 


Zu einem scheinbar abweichenden Resultate ist J. H. Michell') gekommen, der 
die Stabilität des zu einem Kreisringe gebogenen und gedrillten Stabes nach der 


)J. MH. Michell. On the stability of a bent and twisted wire. Messenger of Math.. Bd. 19 
(1890), S. 181. 
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Es ist c=0, m=1. Die Gl. (25) geht in die Identität 0 — 0 über. Entwickelt 
man aber den Ausdruck /(®) nach steigenden Potenzen von c und geht alsdann zur 
Grenze c—=0 über, so erhält man die Gleichung 

2D ecos® — sin ®) — sin® — cos P sin P) cos?d — 0, 
die den kritischen Winkel ®, bestimmt. Dieselbe Gleichung kann man auch ohne 
Grenzübergang und unabhängig von der Gl. (25) gewinnen, indem man alle Rechnungen, 
welche im,Falle P = 0 zu der Gl. (25) geführt haben, auch für den Fall P=0 ausführt. 

In Zahlentafel III sind einige Werte von ®, und die zugehörigen Werte von 
zusammengestellt; wieder ist ®, eine gerade Funktion von %., 


Zahlentafel III. P=0. 


180° 0" 210° 16°, 02 250° 41°, 59 
185 6°, 64 220° 19°, 25 255° 57°, 45 
190° 9°, 27 230° 230, 29 2579, 45 | 90" 
200° 12°, 95 240° 290,34 


Abb. 5 stellt den Verlauf des kriti- 
schen Winkels ®, dar. Ein voller Um- 
lauf der Schraubenlinie (D — 180°) ist 
stabil bei allen Werten von %, außer 
= 0 (der zum Kreisringe gebogene 
Stab. Für die kritische Länge des 
Stabes erhalten wir im Falle P=0 den 
Ausdruck 

2 


Ä 
= a = 2 D, 
K 


Für (gerader durch Kräfte- 
paare K gedrillte Stab) haben wir 


760° 30° -60° -30° 9° 30° 50°5 90 = 4,4934 (kleinste positive Wurzel 
der Gleichung P— tg P=0) und also 
Abb. 5. 8.0868 A 


K 


13. Stabilität des zum Kreisbogen gebogenen und gedrillten Stabes. Im 
Falle 9 —=0 geht die Schraubenlinie in einen Kreisbogen über. Dieser Fall ist in ge- 
wissem Sinne als ein Ausnahmefall zu betrachten, insofern, als hier die in 8 erwähnten 
Sätze über die Wurzeln der Gleichungen /(P)—0 und g(P)=0 nicht mehr gelten. 
Das Problem erfordert also eine besondere Betrachtung. 

Setzen wir 9 = 0 in (19) und (20), so gehen die Gleichungen f(P) — 0 und 
4 (D) =( in 


— . (26), 
y(P) = (cos D— =) m® sin m ® (cos D— 2) 
— sin ® (cos md — "" 
m 


über. Es ist hier m — Vı 
Die Wurzeln der Gl. (26) setzen sich also aus den Werten P’= nr (n ganze 
Zahl) und den Wurzeln der Gleichung 
zusammen. Ebenso zerfällt die Gl. (27) in die beiden Gleichungen 
Pete P —ı=0, 
md 
Löst man die Gl. (28) und (29) nach « auf und bezeichnet deren positive Wurzeln, 
der Größe nach geordnet, mit cı, Ca, ... bzw. cı', @', C3,..., so ist der Verlauf 


280° 

| | | 
——— 

| | 

is 
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dieser Wurzeln der in Abb. 6 dargestellte. In der Abbildung sind die Kurven, die den 
Wurzeln cı, c» und cı', e, entsprechen, aufgezeichnet. Man sieht, daß diese Kurven sich 
gegenseitig schneiden in den Punkten, die denjenigen Werten von entsprechen, welche 
den Gleichungen sin® —0 und Petg®P — 1—=0 genügen. 

Nun wollen wir die positiven Wurzeln der 
Gl. (26) und (27), wenn man sie nach ® auflöst 5*0 
und die Wurzeln der Größe nach ordnet, mit 
D,®,,PD;,... bzw. D,, ®D,,®;,... bezeichnen. 50% 
Die Kurven, die die Abhängigkeit dieser Wurzeln 
von c darstellen, setzen sich aus Stücken der in 350° _ 
Abb. 6 aufgezeichneten Kurven und aus Stücken 
der zur c-Achse parallelen Geraden, die den 
Gleichungen sin P=0 und — 1=0 ent- 
sprechen, zusammen. Der Verlauf der Wurzeln P 
D,, D,, D;, D,, D;, 
mit Unstetigkeiten behaftet; die Unstetigkeitsstellen 


(an denen die Ableitung << unstetig wird) sind 
dc 


zugleich die Stellen, an denen die Gl. (26) und 07 
(27) gemeinsame Wurzeln haben. RA 435 26) 


Es ist leicht zu übersehen, daß die Reihen- Abb. 6. 
folge der Wurzeln ®,, ®,, D;,... und ®,, 


D,,... die folgende ist: 


indem das Gleichheitszeichen an den oben genannten Unstetigkeitsstellen zutrifit. 


o 

| 
720° | 

60° 
o 


Abb. 7. 


Somit ist erwiesen, daß auch in dem Falle # — 0 der kritische Winkel ®, der 
kleinsten positiven Wurzel ®, der Gleichung f(P)—=0 gleichzusetzen ist. Der Verlauf 


des kritischen Winkels ®, ist in Abb. 7 dargestellt. Es ist D, = 180° für — V3<e<y3. 
Für c>V3 sind einige Werte von PD, in Zahlentafel IV zusammengestellt. 


Zahlentafel IV. 9 —0. 


D; c 
1800 V3 509 4,259 
150° 1,808 30 8,563 
120° 2,142 09 

90" Vs 


Man sieht, daß der volle Kreisring (® = 180") bei keinem Weit» von c (also bei 
keinem Werte des Dralls 7) als stabil anzusehen ist. Bei ce> v3 oder e< —V3 ist er 
sicher instabil; bei -— V3<ce<)} 3 befindet er sich an der Grenze der Stabilität. 


Zu einem scheinbar abweichenden Resultate ist J. H. Michell') gekommen, der 
die Stabilität des zu einem Kreisringe gebogenen und gedrillten Stabes nach der 


JH. Michell. On the stability of a bent and twisted wire. Messenger of Math.. Bd. 19 
(1890), S. 181. 


| 
| 
| 
| 


| 

| | 

} 
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Methode der kleinen Schwingungen untersuchte. Es ergab sich Stabilität des Kreisringes 
im Falle 
£ 


Ye 
(was der Bedingung —V3 <ce<V3 entspricht) und Instabilität, wenn der Drall 7 außer- 
halb dieser Grenzen liegt. 

Der Widerspruch, das Verhalten des Kreisringes bei — V3<e<V5 betreffend, 
läßt sich leicht aufklären. Erteilt man nämlich jedem Stabelemente des zum Kreisringe 
gebogenen und gedrillten Stabes die gleiche Winkelgeschwindigkeit um seine Achse, so 
werden alle Stabelemente mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit dauernd rotieren, 
ohne daß die Gestalt des Kreisringes sich zu ändern brauchte!). Demzufolge wird das 
Gleichgewicht des Kreisringes für jeden Wert des Dralls als indifferent gegen De- 
formationen, bei denen nur der Winkel y sich ändert, anzusehen sein. Zählt man die 
indifferenten Gleichgewichtsformen zu den labilen, so ist also der Kreisring für 


—-V3<e<YV3 als labil zu bezeichnen. In dem Veriahren von J. H. Michell wurden 
aber nur die Biegungsschwingungen des Kreisringes in Betracht gezogen; in Bezug au! 


Biegung ist der Kreisring bei — VYs<e<V5 in der Tat stabil. 


14. Stabilität des gedrückten und gedrillten geraden Stabes. Dieses 
Problem läßt sich als Spezialfall des in dieser Abhandlung untersuchten ansehen; man 
braucht nur ” — 90° zu setzen. Zwei Sonderfälle, nämlich die des einfachen Druckes 
und der einfachen Drillung, wurden schon in 10 und 12 erörtert. Wir wollen nun den 
zusammengesetzten Fall (Druckraft P nebst Drillungsmoment X) kurz behandeln. 

Setzen wir 0 -— 00°, so wird m—=1-+c und es geht die Gl. (25) in folgende über: 


co P—sinp)=0. . (30). 
Aus den Gl. (7) und (8) ergibt sich 


E -) Vx? +4AP 
0 90 24 
und Tolglich 
| Po? | 
A cos? WM 24aPr 


Nun führen wir die Länge des Stabes / ein. Es wird 


— lim | (RK zVK’+4AP), 
2 o 4 A 


) 


cd —(- K+Vk:+4AP). 


Setzen wir also 
(K+VE?+4AP)=m, 


so ist entweder == © == — oder D = € D = und aus der Gl. (30) er- 
halten wir die Gleichung 
it, sin (ty COS — sin 14) — 11, sin (tt, — sin ). 


Sind P und A gegeben, so ist diese (Gleichung als eine Gleichung mit der Un- 
bekannten / anzusehen. Die kleinste positive Wurzel dieser (rleichung ist die kritische 
Länge des gedrückten und gebogenen Stabes (Einklemmung der Enden vorausgesetzt). 

Die Berechnung der kritischen Länge des Stabes läßt sich ir folgender Weise aus- 
führen. Wir nehmen an, daß K = 0 ist. Alsdann läßt sich für gegebene Werte von P 
und X, die der Ungleichung K?+4AP> 0 genügen (es sei bemerkt, daß P<T0 einer 
Zugkraft entspricht), aus Gl. (31) ein Wert von e finden, der in den Grenzen — 1<e<1 
liegt (zu diesem Zwecke ist in Gl. (31) vor dem Wurzelzeichen das obere Vorzeichen zu 


wählen). Es ist 
(1 — 0° 


c 


) Lord Kelvin and Tait. Treatise on Natural Philosophy. Part. II, sect. 623. 
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Also it c=1 für K=0, c=0 für P=0 undc=—1 für K”?-+4AP=0. 
Hat man die Größe c bestimmt, so ist die kleinste positive Wurzel der Gl. (30) 
zu berechnen. Bezeichnet man diese Wurzel mit ”,, so läßt sich die kritische Länge |, 


nach Formel 4D; 4 
k 
K+VK?+4AP 
bestimmen. 
Einige Werte von « und die zugehörigen Werte von ”, sind in Zahlentafel V 
zusammengestellt. 


Zahlentafel V. 90°, 


D; «pP; 


Ist X? -+-4AP<0, so ist der Stab sicher stabil. 135 


Berechnung der Auslenkung beim Kippen gerader Stäbe. 
| Von KARL FEDERHOFER in Graz. 


as Ziel der bisher durchgeführten Untersuchungen über das Kippen gerader oder 

gekrünmter Stäbe liegt durchwegs in der Ermittlung der Größe jener Einzellast 

oder verteilten Belastung, bei welcher ein Stab mit sehr ungleichen (Juerschnitts- 
trägheitemomenten Ausbiegungen aus der Ebene der größten Biegungssteifigkeit erfährt. 
Die Unterschiede der einzelnen Arbeiten liegen zum Teil in den Belastungsannahmen des 
Stabes und in der Befestigung seiner Enden, zum 'l'eil in den zur Lösung dieses Problems 
verwendeten Methoden. Die Frage nach der bei Ueberschreitung der Kipplast ent- 
stehenden Auslenkung des Stabes, bzw. nach dem Maße seiner Verdrehung erscheint 
nirgends beantwortet. Bei der Berechnung der Kipplasten genügt es bekanntlich, die 
elastischen Grundgleichungen in jener vereinfachten Form anzusetzen, die durch Be- 
schränkung auf die kleinen Glieder I. Ordnung in den Deformationsgrößen entsteht; da 
aber diese Grundgleichungen homogen sind, so versagen sie bei der Ermittlung der beim 
Kippvorgange auftretenden Formänderung: diese selbst bleibt unbestimmt. In der vor- 
liegenden Untersuchung soll eine einfache Näherungsrecbnung gezeigt werden, durch 
welche diese Unbestimmtheit behoben wird und die zu einer einfachen Formel für die 
größte Auslenkung beim Kippen führt. Eine strenge Lösung der für das Problem 
charakteristischen nicht linearen Differenzialgleichung, etwa mit Hilie von Reihenent- 
wickelungen, würde außerordentlich umständliche Rechnungen erfordern. 


1. Einseitig eingespannter, am Ende belasteter Stab. Ein elastischer Stab 
mit konstantem Querschnitt und der Länge /! sei an einem Ende wagerecht eingespannt 
und am ireien Ende durch eine lotrechte Last P von solcher Größe belastet, daß der 
Stab eben kippe. Die Last wirke in der 
Ebene YZ, (Abb. 1), die Biegungssteifigkeiten 
für die Achsen X und Y seien A und B, die 
Drillungssteifigkeit C(. Der Querschnitt sei 
recht schmal, so daß B bedeutend größer sein 
möge als A und (. Bei der Kippung geht 
die ursprünglich gerade Achse des Stabes in 
eine doppelt gekrümmte Kurve über, der 
Schwerpunkt S des beliebigen (Querschnittes 
an der Stelle z erfährt in den gewählten Achsen- 
richtungen die Verschiebungen u, vo, w. Die 
X-Achse habe sich bei der Kippung um den 
kleinen Winkel 5 aus der X-Z-Ebene heraus- 
gedreht. Die Krümmung der deformierten 


1° 
Bogenächse kann genähert gesetzt werden, 
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da die Krümmung in der X-Z-Ebene nach Voraussetzung jene in der Y-Z-Ebene vom 


Betrage : M stark überwiegt. Die Krümmungskomponenten %ı %ı und der Drall z, der 
dz 
verzerrten Zentrallinie in S;ı können daher ausgedrückt werden durch: 
„a? u d’v du daß dv Mu 
Bei der lieberführung des Stabes aus dem durch n—=0 ge- 


kennzeichneten ursprünglichen Zustande in den durch die Werte x, %, 7, beschriebenen 
deformierten Zustand treten folgende Spannungsmomente auf: 

G=Axı; G'— Ba; (2) 
die als Vektoren in den Achsenrichtungen Xı }ı Zı aufgetragen werden. Wird in Sı 
durch den verformten Stab ein Schnitt gelegt, so müssen die Spannungsmomente in Sı 
mit der Kraft P das Momentengleichgewicht herstellen. Werden die X-Y-Z-Achsen in 
$; zu Momentenachsen gewählt, so erhalten wir, wenn vo, die Auslenkung des Stabendes 
in der Y-Richtung bedeutet, die folgenden Gleichungen 


d?v a? u du dv\ du 
u d’v d’u dp dv\dv 
+ — ) . (4 
d’vidu du dv "u I/du\? 1/fdv\:] 
d dz deze? dz dz de 2\dz 2\dz (5) 


wobei der geringfügige Einfluß der Dehnung der Zentrallinie unbeachtet geblieben ist. 
Wir schaffen jene Glieder, die klein von höherer als der I. Ordnung sind, auf die rechten 
Gleichungsseiten und bezeichnen sie abkürzend mit ®,, ®,, D;; da B groß gegen A und 
(’ ist, so folgt dann: 


| 
— Bid + — Pu — — + = -=6d.. 


Durch Entfernung von «’’ aus der ersten und dritten der vorstehenden Gleichungen 
mit Hilfe der zweiten finden wir 
— Ar +PD .. 0.0.0. 0.66) 
Die Difierentation der Gl. (7) liefert: 
womit Gl. (6) übergeht in: 
Vernachlässigt man die kleinen Glieder von höherer als I. Ordnung, das heißt 
wird 7 (z) = 0 gesetzt, so kann die Integration von (Il) mit Hilfe von Bessel’schen 
Funktionen geleistet werden und es folgt bei Einhaltung der Grenzbedingungen: 
(0) = 0,7° (0) 0 
für die kleinste Kipplast der Wert: 
| 10) 


- 


= 4.012 


Die größte Verschiebung v, und Verdrehung fı bleiben unbestimmt. Mit Rücksicht 
auf die Kleinheit von % (z) genügt es, die darin enthaltenen Formänderungsgrößen durch 
Näherungswerte zu ersetzen, die den Grenzbedingungen genügen. Wählen wir z. B. für 
v» den einfachen Ansatz: 


(9) 


') L. Prandtl, Kipperscheinungen. Dissertation (Nürnberg 1899). 


Band 6, Heft 1 
nn 196 Federhofer, Berechnung der Auslenkung beim Kippen gerader Stäbe 45 


dann erhält man durch Integration der Gl. (7) mit Beachtung der Bedingung P (0) = 0 
den Wert 


wobei ®,+v!P,—=0 gesetzt wurde, da es sich um die Gewinnung eines genäherten 
Wertes handelt. Um die Gl. (IT), in der nun %(:) eine bekannte Funktion von z ist, zu 
intregrieren, betrachten wir sie als »Euler’'sche Gleichung« zu einem Variationsproblem, 
d. h. wir bilden jenes Grenzintegral J, für welches die Forderung : J = extremum über- 
einstimmt mit der zu integrierenden Diiierentialgleichung. Im vorliegenden Falle besitzt 
dieses Grenzintegral den Wert 


denn die zugehörige ‚‚Euler'sche Gleichung (; geht mit Rücksicht auf 
\C 


über in 
PP 
also in die Gl. (T). 
Wird nun nach dem Vorgange von W. Ritz für die Verdrehung ? der den Grenz 

bedingungen genügende Ansatz: 

= 5281 ; | 
gewählt, worin ©* ein gegenüber v, verbesserter Wert sein soll, dann erscheint J als 


Funktion dieses Festwertes, der durch die Bedingung: En — (0 bestimmt ist; hierin kann 


nachträglich wieder genau genug v®* =, eingetragen werden. Man erkennt leicht, daß 
alle jene Glieder in ı (z), welche $, v oder deren Abgeleitete im Produkte mit Ableitungen 
von « enthalten, nur Verbesserungen für die Größe der Kipplast liefern, da sie zum 
Grenzintegral J mit Gliedern von der Ordnung v*? beitragen '). Bei der Bestimmung der 
Auslenkung können daher diese Glieder ohne weiters unterdrückt werden, ebenso kann, 
da 8 und v’ kleine Winkel darstellen, 5 w’/ gegenüber » und v’ u’! gegen ß’ vernachlässigt 
werden. Entscheidend für die Bestimmung der Formänderung ist die Beibehaltung jener 
Glieder, die in %, v® und deren Ableitungen klein von III. Ordnung sind. Man erhält bei 
Bedachtnahme auf diese Erwägungen: 


und nach Eintragung der Näherungsansätze (9) und (10): 


6 | 


102 
4P 2 2 3 A 2 2 3 
(?z— 31z + 22°) 912 +42?) |, 


[6 
Aus (11) folgt hiermit für das Grenzintegral, wenn dort $ gemäß (12) eingeführt wird 

8140 (13), 

worin zur Abkürzung gesetzt ist 

6 1 pı(23 2 

zum — 14 


1 
© 


) Die Vernachlässigung dieser Glieder ist gleichbedeutend ınit der Annahme B= &, die den 
Kippuntersuchungen gewöhnlich zugrunde gelegt wird; die Beibehaltung der Glieder würde daher den 


Einfluß von B auf die Größe der Kipplast liefern. Vergl. H. Reißner, Sitzungsberiehte der Berliner 
Mathem. Ges. 1904, Seite 53. 


| 
| 
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Die Forderung ;,,, — liefert die Gleichung: 
oder mit v0" — vı für die größte Auslenkung v, den Wert: 
Wird in (15) der Wert N gleich Null gesetzt, d.h. verzichtet man auf die Beibe- 
haltung der kleinen Größen III. Ordnung, dann geht sie über in die Bedingung 


ı p!P 
50 
und man erhält hieraus die Kipplast: 


AC 
in sehr guter Annäherung an den genauen Wert der Gl. (8). Mit Einführung von P, aus 
(17) formen wir Gl. (16) um in 
Pr 
27TAON 
Dieser Ausdruck läßt sich, da /’ und ?’, nur wenig von einander verschieden sein sollen, 
mit 2 P, überführen in 
8 N Pk 


und wir erhalten somit für die größte Auslenkung », die einfache Näherungsformel ') 


Pr 


worin — ein vom Steifigkeitsverhältnisse A: abhängiger Beiwert ist, der 


mit Beachtung der Beziehungen (14) und (17) anf die Form gebracht werden kann 
/ 27720 

10609 — 4512 | 
Nehmen wir den (Juerschnitt als schmales Rechteck mit den Seiten D und Ah an, 


3 
(k>b) und setzen mit A. Föppl für die Drillungssteifigkeit — dann wird wegen 


E m E m + |] 
oder wegen G —  ‚o= . Wird die Ziffer 

1G 2 (m +1) 2 m 

m der Querkontraktion !"/, gesetzt, dann rechnet sich v zu 1,126. Für Stäbe mit schmalem 


Rechteckquerschnitt ist somit die größte \uslenkung hinreichend genau durch die Formel: 


A=E der Wert gleich 


dargestellt. Der Zusammenhang zwischen »v, :/ und P: P.ist durch die Parabel: 


vu\° 
(*) — 1,267 (= 


dargestellt; man erkennt, daß die Auslenkung v, für P= P, verschwindet und daß bereits 
kleine Ueberschreitungen der Kipplast zu großen Auslenkungen », Anlaß geben. Ist z. B. 
P nur um I vH größer als P,, dann beträgt v, bereits I1 vH der Stablänge, bei P— 1,02 P. 
ist gleich 16 von / 


.. ; P 
Die größte Verdrehung am belasteten Stabende beträgt nach Gl. (12) = 
oder mit Rücksicht auf die Beziehungen (17) und (19): 
ı/ ? 
== 2 . . . . . 2 
h=, | 1,342 | (20), 


wen ist, 


!) Zu einem formal gleichen Ergebnis zelangt v. Mises bei Berechnung der Ausbiegung eines 
auf Knieken beanspruchten geraden Stabes. Z.f. angew. Math. u. Mech, Bd. 4, S. 4535 bis 4536. 
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2. In der Mitte belasteter X 

Stab. Betrachten wir nun einen Stab 

von der Länge 2/, der in der Mitte 3 

mit 2P belastet wird und dessen -Z 

Enden durch Parallelführungen am 77 7C77 

ist die größte Ausbiegung der Stab- 2P f 

mitte ? | 


Es ergeben sich unter Zugrunde- 
legung des in Abb. 2 eingetragenen 
Achsenkreuzes folgende Gleichungen 
für das Momentengleichgewicht des 
Stabstückes zwischen E und S$: 


ul? + 


— — vH) uf — Bullv! + C(f + (1 ) +P/Ww 


Diese Gleichungen werden zunächst mit Benutzung der im Abschnitte I verwendeten 
Abkürzungen P, PD, übergeführt in 
Die Beseitigung von «! liefert: 
Diiierentiation von Gl. (22) führt bei Beachtung von (21) zur Diiferentialgleichung für P: 


In der Funktion y (2) brauchen wir nach der früher angestellten Ueberlegung nur die 
kleinen Glieder III. Ordnung beizubehalten und bekommen hiermit 


32) Id 


Für die Auslenkung » wählen wir den Näherungsansatz 


worin v,; die zu bestimmende Auslenkung der Stabmitte bedeutet. 
Aus Gl. (22) rechnet sich dann mit d, +v’ PD, = 0 und mit Beachtung der Grenz- 
bedingung (l)=0 der Wert zu: 
Pvı 


Ein dem vorhin beschriebenen Rechnungsgang ganz analoger liefert für die Auslenkung 
vı die Gleichung: 


( 332 (26) 
5 
worin abkürzend J/ einen reinen Zahlenwert bedeutet, der sich bestimmt aus 
PP 5017 4 P (499 
M= (944 + ( + 29). 
9 A 0?385 24 700\9 
Die Bedingung für die Kipplast lantet sonach 


Die strenge Ermittlung der ersten Kipplast führt nach Prandtl auf den Wert 


Va 


2 Pı = 4,23 : die Abweichung beträgt demnach rd. 0,7 vH. 


- 
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Mit Verwertung des in Gl. (27) erhaltenen Wertes von P, läßt sich die Auslenkung 
v, darstellen durch 


P 


14 


23,33 + 9,66 


worin — 


Setzen wir wieder für A:C=® mit m = '"/; den Mittelwert 0,65, so erhalten wir 
als hinreichenden Näherungswert für ®; bei rechteckigem schmalen Querschnitte: 


-r P 
vı — (7511 | — 
Pk 


Das verwendete Verfahren bleibt auch bei Ermittlung der Auslenkungen für andere 
Belastungs- und Befestigungsfälle des geraden Stabes anwendbar und kann zweckmäßig 
zur Bestimmung der Formänderungen beim Kipp- und Knickvorgange für den von Haus 
aus krummen Stab benutzt werden, worüber später berichtet werden wird. 526 


Culmansche Gerade und ebene Ausnahmefachwerke. 
Von H. POLLACZEK-GEIRINGER in Berlin. 


n den Anfangsgründen der Graphostatik wird der Satz von der sogenannten »Uulmanschen 
Geraden« bewiesen, demzufolge die Schnittpunkte entsprechender Seiten zweier zum 
gleichen Kräftesystem gehöriger Seilecke auf einer Geraden, der ÖOulmanschen Geraden, 

liegen. Hier soll zunächst gezeigt werden, daß auch die Umkehrung dieses Satzes richtig 
ist, daß also der Satz gilt: 


Haben zwei n-Ecke die Eigenschaft, daß die Schnittpunkte ent- 
sprechender Seiten auf einer Geraden liegen, so gibt es ein bis auf einen 
Zahlenfaktor bestimmtes Gleichgewichtskräftesystem, dessen Seilecke sie 
sind. 

Für diese sehr einfache, aber wichtige Tatsache, die gleichwohl in den üblichen 
Darstellungen nicht explizite ausgesprochen wird, werden wir zwei Beweise geben, einen 


geometrischen, der auf der Betrachtung reziproker Raumgebilde beruht, und einen zweiten . 


mit Hilfe der Stabrechnung (Motorrechnung), welcher eine Umkehrung des bekannten 
Beweises darstellt, den OÖ. Mohr für den Satz von der Culmanschen Geraden gegeben hat. 

Der Satz von der Culmanschen Geraden mit seiner Umkehrung gehört der 
projektiven Geometrie an, die definitionsgemäß die geometrischen Beziehungen studiert, 
welche bei beliebiger Projektion erhalten bleiben. (Eine solche Beziehung ist natürlich 
die hier in Rede stehende Eigenschaft, daß bestimmte r Punkte (r > 2) auf einer und 
derselben Geraden liegen.) Im Gebiete der Fachwerkslehre hat neuerdings H. Liebmann') 
einen wertvollen Satz bewiesen, der gleichfalls ein projektiv geometrischer ist: 


Ist F ein ebenes »Ausnahmefachwerke, so ist jedes Fachwerk F', das 
aus F durch beliebige Zentral-Projektion hervorgeht, gleichfalls ein Aus- 
nahmefachwerk. 


Dieser Satz, dessen Gültigkeit in einigen Spezialfällen (Pascalsches Sechseck) 
lange bekannt war, dessen allgemeine Geltung aber kaum vermutet wurde, (selbstverständ- 
lich ist nur, daß #’ im allgemeinen Ausnahmefachwerk ist, wenn es aus einem Ausnahme- 
fachwerk / durch Parallelprojektion hervorgeht), wird von H. Liebmann, zugleich mit 
der Ausdehnung auf räumliche Fachwerke, durch Rechnung bewiesen. Es läßt sich aber 
mit den gleichen geometrischen Hilfsmitteln, die den Beweis des Uulmanschen Satzes 
und seiner Umkehrung liefern, im ebenen Falle ein außerordentlich einfacher anschau- 
licher Beweis des Liebmannschen Satzes geben, der in 2 dargestellt wird. 

In 3 folgt eine rein geometrische — nicht ins Gebiet der Fachwerklehre gehörige — 
Anwendung des Liebmannschen Satzes und schließlich -in 4 eine Erweiterung desselben 
auf Ausnahmeiuchwerke allgemeinerer als der bisher betrachteten Art, (die eigentlich als 
»Ausnahmemechanismen« zu bezeichnen wären) nämlich solche, die bei k Knoten weniger 


ih H. Liebmann. Ausnahmefachwerke und ihre Determinante, Münch. Ber. 1920. 
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als (21 — 3) Stäbe besitzen, aber mehr »Beweglichkeiten« aufweisen, als der Anzahl der 
fehlenden Stäbe entspricht. 


1. Umkehrung des Satzes von der Culmanschen Geraden. Der zu beweisende 
Satz zusammen mit seiner (bekannten) Umkehrung lautet: 


| I. Notwendig und hinreichenddafür, daßzwei n-Ecke Seilecke desselben 
Gleichgewichtskräitesystems sind, ist, daß die Schnittpunkte entsprechender 
Seiten auf einer Geraden liegen. 


Ein geometrischer Beweis dieses Satzes folgt unmittelbar aus dem Satz von der 
Existenz reziproker Raumgebilde, den man in der Maxwellschen Theorie der Kräftepläne 
von Fachwerken benutzt. Darnach gibt es nämlich zu jedem Polyeder im Itaum ein 
zweites, ihm »reziprokes«, von der Beschaffenheit, daß die orthogonalen Projektionen der 
beiden auf eine bestimmte Ebene in dieser Beziehung stehen: Entsprechende Seiten 
(Projektionen von Polyederkanten) sind parallel und den Geraden, die in der einen Figur 
durch einen Punkt gehen (Projektionen einer Ecke), entsprechen in der anderen Gerade, die 
ein geschlossenes Vieleck bilden (Projektionen einer Seitenfläche) '). Nun kann man (Abb. ı) 


\ 
% 
\ 
\ 
N 
\ IX \ — 
\ = 


\ [RA 516 Zi] 


Abb. 1. 


die Figur der beiden n-Ecke und deren entsprechende Seiten . 
S,ı sich auf einer Geraden schneiden, mit den n Eekverbindungen, 11’, 22’... nn, 
als Projektion eines Polveders auffassen, das begrenzt wird von zwei in Ebenen : 
und & gelegenen n-Ecken S und S’?), (wobei die Gerade (© als Projektion der Schnitt- 
geraden von € und ® erscheint) und von n ebenen Vierecken 12 1 2;23 2! 3;...nlmniW, 
Zu diesem Raumgebilde denken wir uns das reziproke Polyeder in dem eben angedeuteten 
Sinn aufgesucht und betrachten dessen Projektion. Diese besteht zunächst aus den beiden 
Punkten p und p', welche je ein Büschel von rn Geraden tragen, entsprechend den beiden 
geschlossenen Keken und wobei diese Geraden 3, .. . 3’... jeweils 
parallel zu 893’... sind. Den je drei Geraden durch einen Punkt 
115 Sn, 11’; entspricht je ein Dreieck, nämlich das aus den Geraden 
8,1, bestehende; ebenso entsprechen den beiden Ecken Ss, 22 
und Sy3', 22’ die beiden aus den Seiten Sı3, Wa und 83 bestehenden 


') Die betrachteten Polyeder sind reziproke in Bezug auf ein Nullsystem, dessen Zentralachse 
auf der Protektionsebene normal steht. Demzufolge erscheinen (nach einem bekannten Satz) Raum- 
gerade, die einander in der Reziprozität entsprechen, in der Projektion parallel. 

*) Wir bezeichnen hier, da eine Verwechslung nicht zu befürchten ist. die Raumgebilde mit den 
zleiehen Buchstaben wie ihre Projektionen. 


7 
72 
| 
| 
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Dreiecke, welche sich somit an die beiden eben genannten Dreiecke in der Weise an- 
schließen, daß sie miteinander die Seiten $13 bzw. $ı, gemeinsam haben; so geht es weiter, 
bis zuletzt den Ecken Su, nn! und nn die Dreiecke aus den 
Seiten 8,— und 81, entsprechen, welche mit den beiden zuerst be- 
trachteten Dreiecken die Seiten 8, bzw. 81 gemeinsam haben, so daß die ganze Figur 
sich schließt. Es ist somit die Existenz der in Abb. 1b gezeichneten Figur erwiesen, 
in dieser läßt sich das n-Eck der %; @Ü —=1,...n) als »Krafteck« auffassen, dessen Ecken 
mit zwei »Polen« » und durch je n »Polstrahlen« Sı2',:..%ı verbunden 
sind. Damit ist der behauptete Umkehrungssatz erwiesen. 

Die bekannte Tatsache, daß die Verbindungsgerade der beiden Pole p und p' zur 
(ulmanschen Geraden € parallel läuft, folgt hier daraus, daß die benutzte rämliche 
Reziprozität ja nicht in der Existenz reziproker Polyeder erschöpft ist (vergl. Fußnote 2), 
sondern allgemein in der lIeziprozität den lbenen Punkte, den Punkten Ebenen ent- 
sprechen, der Schnittlinie entsprechender Ebenen die Verbindungsgerade entsprechender 
Punkte als reziproke Gerade zugeordnet ist, usw. Der Schnittgeraden C der beiden 
Ebenen & und & der einen Raumfigur entspricht somit die Verbindungsgerade der beiden 
diesen Ebenen entsprechenden Punkte p und p, und entsprechende Gerade projizieren 
sich bekanntlich als Parallele. 

Der Satz von der Culmanschen Geraden selbst folgt natürlich auch aus unseren 
Ueberlerungen, wenn wir umgekehrt eine ganz beliebige, analog der Abb. 1b gezeichnete 
Figur von (n +2) Punkten und 3 n Strecken als Projektion eines Polveders auffassen, 
welches besteht aus zwei »-seitigen Pyramidenmantelflächen mit p und p' als Scheiteln, 
wobei je eine Kante des einen Pyramidenmantels eine Kante des anderen schneidet. Das 
räumliche »-Eck, das diese » Kantenschnittpunkte verbindet, projiziert sich in das n-Eck 
der % (= 1,...n). Die Projektion des zu diesem Polyeder reziproken ist dann eine 
zu Abb. la analoge Seilfigur. Der Projektion der Verbindungsgeraden von p und p’ ent- 
spricht die Culmansche (rerade 

Aus der Betrachtung des in Abb. la projizierten Polyeders folgt nebenbei ohne 
Uebergang zum reziproken Gebilde der Satz: 


A) Verbindet man entsprechende Ecken zweier ebener n-Ecke S und S', 
deren entsprechende Seiten sich in Punkten einer Geraden (C schneiden, so 
kann man (auf unendlich viele Arten) ein n-Eck S’ zeichnen, dessen Eckpunkte 
auf den „ Verbindungsgeraden liegen, und welches $S in Punkten einer 
beliebig vorgegebenen Geraden (C, schneidet. 


Denn man muß ja nur, um dies einzusehen, die betrachtete Polyederschale, deren 
Projektion die in Rede stehende ebene Figur ist, mit einer solchen Ebene &, schneiden, 
für die ©, als Projektion der Schnittgeraden von & und &, erscheint. Auf diese Be- 
merkung kommen wir in 2 zurück. 

Ein zweiter (analvytischer) Beweis unseres Satzes läßt sich ganz analog dem von 
O. Mohr für den Satz von der Culmanschen Geraden gegebenen Beweis unter Verwendung 
der Stabreehnung führen. Bezeichnen wir mit St einen Stab, (Kraft, »gebundenen« oder 
»linienflüchtigen« Vektor), dessen Trigergerade die Gerade C ist (Abb. 1a), und dessen 

iröße wir willkürlich gleich pp’ annehmen, ferner mit ©.ı’ Stäbe, 
deren Trägergeraden die die Polygonseiten . enthaltenden Seilgeraden 
sind, und deren Größe man erhält, indem man dureh p und »' Parallele zu $ıa, Sı.’ zieht 
und zum Schnitt bringt und ebenso für alle anderen Seitenpaare bis zu $,1, S,.:'. Diese 
Strecken, die von p bzw. p bis zum Schnittpunkt gehen, wollen wir als Länge der Stäbe 
ansehen. Bei diesen Festsetzungen gelten die Stabgleichungen 


Denn die Trägergeraden, etwa von und Z,,, schneiden sich auf ( und die Vektoren 
dieser Stäbe, nämlich py, %s und $ıs’ (vergl. Abb. 1b) bilden ein Dreieck mit ent- 
sprechendem Umlaufsinn. Aus (1) folgen n Gleichungen von der Form 9; — ©, — &,,' — ©,’ 
usf. Setzt man 


(2) 


| 


Band 6, Heft | 
Februar 1926 Pollaczek-Geiringer, Culmansche Gerade ol 


So haben diese n Stäbe %ı,...%Y,. nach (2) die Stabsumme Null, bilden also ein 


Gleichgewichtssystem: 


Wir behaupten, daß die ‘Y; das Stabsystem sind, für das die beiden gegebenen 
n-Ecke Seilecke sind. Denn zufolge der ersten Gl. (2) geht die Trägergerade der Kraft 
%, durch die Punkte ! und 1’ der n-Ecke $ und 8’, denn in diesen Punkten stoßen ja 
die n-Eck-Seiten S.ı und 8,1’ zusammen, während im Kraiteck (gleichfalls nach 
der ersten Gl. (2)) der Vektor ®ı mit den Vektoren $ı;, $,ı wie auch mit $ı,', 8,,’ je ein 
Dreieck bildet. Analoges gilt für alle übrigen B; (V —2,...n). 

Ist im Speziellen © die unendlich ferne Gerade, so sagt unser Satz, daß man 
stets, wenn man zu einem n-Eck S ein Paralleleck $° zeichnet, durch Verbindung ent- 
sprechender Ecken von 5 und 5’ ein System von Kraftträgern erhält, zu dem sich ein 
geschlossenes Krafteck konstruieren läßt. Da andererseits, wenn S ein Seileck zu einem 
zsegebenen Kraftsystem ist, jedes zu parallele Seileck S’, dessen Ecken auf den Kratft- 
trägern liegen, auch ein Seileck zum gleichen Kraftsystem ist — denn es ist ja gleich- 
gültig, an welcher Stelle eines Kraftträgers man ein Seileck zu zeichnen beginnt — so 
folgt, daß man, um alle Kräftesysteme zu erhalten, die einem gegebenen ge- 
schlossenen Seil-n-Eck SS das Gleichgewicht halten, auf alle Arten Parallel- 
ecke S’ zu S zeichnen, die durch Verbindung entsprechender Ecken von $ und 8’ 
bestimmten Geraden als Trägergeraden eines Gleichgewichtskräftesvstems auffassen und 
dann das geschlossene Krafteck konstruieren muß. Solche Systeme gibt es, wie man 
leicht überlegt "1. 

Für n= erscheinen in Abb. 1a zwei perspektive Dreiecke. Der Desarguesche 
Satz der projektiven (reometrie sagt bekanntlich, daß die Verbindungsgeraden entsprechen- 
der Ecken zweier perspektiver Dreiecke durch einen Punkt gehen (und umgekehrt). Dies 
ergibt sich hier auch als Folgerung aus unserem Satz, wenn man noch die bekannte Tatsache 
hinzunimmt, daß, im Falle drei Kräfte einander das Gleichgewicht halten, ihre T'räger- 
geraden durch einen Punkt gehen. Denn durch Verbinden entsprechender Ecken der 
perspektiven Dreiecke von Abb. 1a erhalten wir ja unserem Satz zufolge die Träger 
eines Gleichgewichtskraftsystems. Analog folgt natürlich die Umkehrungsaussage des 
Desargueschen Satzes aus dem Satz von der Uulmanschen Geraden selbst, angewandt 
auf zwei Seilecke eines aus drei Kräiten bestehenden Gleichgewichtskraftsystems. 


2. Der Liebmannscbe $atz über Ausnahmefachwerke. Unter einem »Ausnahme- 
fachwerk« versteht man bekanntlich Fachwerke von n Knoten und (2 n— 53) Stäben, welche 
Eigenspannungen zulassen; solche Fachwerke weisen stets auch eine Beweglichkeit 
auf und umgekehrt. Analytisch sind sie dadurch definiert, daß die Determinante des 
Systemslinearerhomogener Gleichungen, das dieEigenspannungen bestimmt, verschwindet. 
Diese Determinante entsteht bekanntlich durch Vertauschung von Zeilen und Kolonnen 
aus der Determinante des Systems homogener linearer Gleichungen, das die Eigenver- 
rückungen bestimmt, so daß also »statischer« und »kinematischer« Ausnahmefall, wie 
bekannt, stets gleichzeitig auftreten. — Wendet man auf ein Ausnahmefachwerk /" die 
von O. Mohr und H. Müller-Breslau entwickelte »kinematische Methode« zur Be- 
stimmung der Spannungen an, so drückt sich bekanntlich die Existenz eines Systems 
von Eigenverrückungen darin aus, daß man einen die inneren Beweglichkeiten des Systems 
zum Ausdruck bringenden »(seschwindigkeitsplan« zeichnen kann; das ist eine »Parallel- 
figur« F’ zu F, die ebenso gegliedert ist wie F, wobei je zwei entsprechende Seiten 
von F und F’ einander parallel sind, und man noch zwei durch einen Stab 
verbundene Punkte von FF mit den entsprechenden von F' identifizieren 
kann, ohne daß doch #’ identisch mit F würde. Im Falle eines Fachwerkes F, 
das kein Ausnahmefachwerk ist, ist jede solche P’arallelfigur F’, die mit F in zwei durch 
einen Stab verbundenen Knoten (oder, wie wir auch kurz sagen wollen, »in einem Stab«) 
übereinstimmt, mit 7 identisch. Die genannte Tatsache ist daher für Ausnahmeiachwerke 
charakteristisch. Abb. 2 zeigt die beiden bekanntesten Beispiele von ebenen Ausnahme- 
fachwerken, und zwar in a) ein Pascalsches Sechseck mit den drei Hauptdiagonalen, 
in b) zwei perspektive Dreiecke mit ihren drei Eckverbindungen. In beiden Fällen ist 
n—=6, s=9; die in beiden Fällen unter Festhaltung des Stabes 12 gezeichneten Parallel- 
figuren sind mit 1’... 6 bezeichnet. 

Für solche Fachwerke hat, wie eingangs erwähnt, Liebmann den folgenden Satz 
bewiesen: 


4* 
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2. Die Eigenschaft eines Fachwerks, Ausnahmelachwerk zu sein, ist 
projektiv invariant. 

Oder mit anderen Worten: 

Wenn man die Figur # eines ebenen Ausnahmefachwerks aus einem 
beliebigen Zentrum auf eine andere Fbene projiziert, so erhält man eine 


Fachwerkfigur F, die selbst wieder ein Ausnahmefachwerk ist. 


Im ersten Augenblick könnte 
man versucht, sein, diesen Satz 
für selbstverständlich zu halten: 
denn anschaulich bedeutet ja 
die Tatsache, daß F ein Aus- 
nahmefachwerk ist, daß es zu 
ihm eine infinitesimal benach- 
barte Figur gibt (in die F bei 
infinitesimaler innerer Bewegung 
übergeht), deren Stäbe gleich 


RAsSı672 lang sind wie die entsprechenden 
von F und — so könnte man 
Abb. 2a. Abb. 2b. meinen — bei Projektion gingen 


F und seine Nachbarfigur 
wieder in ein Z#' mit einer Nachbarfigur derselben Art über. Daß das tatsächlich nicht 
stimmt, übersieht man am besten an dem allereinfachsten Beispiel eines Ausnahmefach- 
werks, das ist ein ausgeartetes Dreieck, dessen drei Ecken auf einer Geraden 
liegen. Bei Festhaltung seiner beiden Punkte 1 und 2 kann bekanntlich Punkt 3 noch 
eine unendlich kleine Strecke, die normal auf der Seite I, 2 steht, beschreiben, so daß, 
wenn er dabei in die Lage 5’ kommt, die drei Punkte !’— 1: 2 — 2 und : die infinitesimale 
benachbarte Figur mit gleich langen Stäben bilden. (»Gleich lang« ist hier bekannt- 
lich in dem Sinne zu verstehen, daß die Seiten des Dreiecks 1’, 2’, 5’ sich von denen 
des Dreiecks 1, ?, 5 nur um unendlich kleine Größen von höherer als der ersten 
Ordnung unterscheiden.) Projiziert man das Ganze nun aus einem beliebigen Zentrum, 
so gehen die drei Punkte 1, 2, 5 zwar wieder in drei Punkte auf einer Geraden 


1, 2, 5 über, aber die frühere »Nachbarfigur« 1’, 2’, 5’ geht in eine I’, 2’, 5’ über, für 
die 3, 3’ im allgemeinen nicht mehr normal auf I, 2 steht und die daher nicht mehr 
im früher angegebenen Sinne kongruent zu 1, 2,-.3 ist. Es gibt nun allerdings, eben 


weil die drei Punkte 1, 2, 3 wieder auf einer Geraden liegen, zu dieser Figur auch eine 
kongruente Nachbarfigur, ebenso wie früher zu 1, 2,3 (und daß das stets auch im all- 
gemeinen der Fall ist, ist eben die Behauptung des Liebmannschen Satzes), diese kon- 
gruente Nachbarfigur ist aber nicht die bei der Projektion aus der zur ursprünglichen 
Figur kongruenten Nachbarfigur hervorgehende. 

Auch in den beiden in Abb. 2 dargestellten Fällen ist die Geltung des vorstehen- 
den Satzes schon definitionsgemäß sichergestellt, da die Eigenschaft eines Sechsecks, ein 
Pascalsches zu sein, — d.b. daß die Schnittpunkte gegenüberliegender Seiten auf einer 
Geraden liegen — ebenso wie die Eigenschaft zweier Dreiecke perspektiv zu sein, — 
d.h. daß die Verbindungen entsprechender Ecken durch eiuen Punkt gehen — ja 
selbstverständlich bei Projektion erhalten bleibt. — 

Der Liebmannsche Satz wird erwiesen sein, wenn es uns gelingt, folgenden Satz 
zu beweisen: 


B) Ist #F ein Ausnahmefachwerk, d.h. gibt es zu F eine Paralleliigur 
F', die mit F einen Stab gemeinsam hat, ohne mit F identisch zu sein, so 
gibt es auch zu jeder willkürlich vorgegebenen Geraden ( eine mit # 
gleichgegliederte Fachwerkfigur F, deren Schnittpunkte mit entsprechen- 
den Seiten von Fsämtlich auf C liegen und die mit F einen Stab gemeinsam 
hat, ohne mit ihr identisch zu sein. 


Aus Vorstehendem folgt nämlich sofort der Liebmannsche Satz. Dieser be- 
hauptet ja, daß man, falls # ein Ausnahmefachwerk ist, eine beliebige projektive Trans- 


formation vornehmen kann, die F in eine Figur # überführt, wobei dann F wieder ein 
Ausnahmefachwerk ist, d.h. daß es zu F' eine mit ihr in einem Stab übereinstimmende 
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aber nicht mit ihr identische Parallelfigur gibt. Bezeichnen wir aber mit © die in der 
Ebene von F gelegene Gerade, die bei der betrachteten projektiven Transformation in 
die unendlich ferne Gerade übergeht, so geht die im Falle der Richtigkeit von B) existie- 
rende, F auf dieser Geraden €’ schneidende Figur F, die, ohne mit F identisch zu sein, 


mit ihr in einem Stab übereinstimmt, in eine Parallelfigur F” zur transiormierten 
Figur F über; F’ hat mit 7’ einen Stab gemeinsam, (der dem gemeinsamen Stab von F 


und F” entspricht) und ist nicht mit 7’ identisch, da ja #” nicht mit F identisch war. 
Wir sehen somit. daß aus unserer Annahme B) sofort der Liebmannsche Satz folgt. 
Diese Annahme läßt sich aber außerordentlich einfach erweisen. Sie enthält 
eine analoge Aussage wie die an den geometrischen Beweis in 1 angeknüpfte Be- 
merkung A), nur daß dort von zwei perspektiven (im speziellen: parallelen) n-Ecken, 
hier von zwei Fachwerksfiguren F und der Parallelfigur #’ ausgegangen wird. 
Der Beweis ergibt sich ganz unmittelbar, wenn man analoge räumliche Betrachtungen 
wie dort heranzieht: Die nach Voraussetzung vorhandene, mit F in einem Stab — 
nennen wir ihn 12 — übereinstimmende Parallelfigur #’ denken wir uns aus der Ebene 
von F herausgehoben und in eine in der Entfernung Eins parallel zur Ebene von F 
gelegene Ebene so gezeichnet, daß der mit 12 gleich lange Stab 1'2' orthogonal über 
12 zu liegen kommt, das ebene Viereck 1 2 1’ 2 also ein Rechteck ist; wir betrachten 
die Gesamtheit der (2?n--5) Ebenen, die sich durch je zwei entsprechende Seiten von F 
und F’ legen lassen. Abb. 3 veranschaulicht dies: Ein Pascalsches Sechseck Fk — In, 
2%... 6r ist dort in Grundriß und Aufriß gezeichnet und mit 1, 2,...6 bezeichnet; 
(da keine Verwechslung zu befürchten ist, sind in Grund- und Aufriß die gleichen 
Ziiiern gewählt) seine Ebene ist als 
Projektionsebene angenommen. Eine 
mit }% in dem Stabe 12 übereinstim- | 
mende Parallelfigur Fy = 1,, 2x, 
. 6r ist in der Höhe Eins ortho- 
eonal über F eingezeichnet; je zwei 
entsprechende Seiten wie Ir ?r, ix 
6R, 3r bestimmen eine 
Ebene; im ganzen gibt es (2n—3) 
solche. Um nun die Existenz der xe- 
wünschten Z# auf einer beliebigen Ge- 
raden schneidenden Figur zu 
erweisen, schneiden wir diese (2? n — 3) 
Ebenen mit einer Ebene y, die die 
Gerade € als Grundrißspur hat, d.b. 
die die Ebene von 7, (die Grundebene), 
in © schneidet (7 denken wir uns etwa 
durch ihre Spuren C und D gegeben). 
Die Ebene y schneidet die Gesamtheit 
der (2n— 3) Ebenen in einer Figur 
die ebenso gegliedert ist wie 
selbst; denn die (? »—3) Schnittlinien 
der Ebenen mit y schneiden diese Figur 
aus 7 heraus. Diese Schnittfigur 
— natürlich wieder ein Pascalsches 
Sechseck — ist in Abb. 5 in Grund- 
und Anufriß konstruiert. Ihre Seiten 
lu" 6x Schneiden jede 
die entsprechende Seite von F, (denn 
sie liegen der Konstruktion nach ja 
jede mit ihrer entsprechenden in einer 
Ebene) und alle diese Schnittpunkte 
müssen auf die Schnittgerade der Ebe- 
nen von F und Fr’ fallen, das ist auf 
die Gerade €. Der Grundriß von 
Fr ist die Figur F”, deren Existenz 
zu erweisen war. Denn ihre sämtlichen Abb. 3. 


Seiten schneiden die entsprechenden von F' in Punkten der Grundrißspur C; der Grundriß 
1" 2" des Stabes 17" 22’ fällt, da 1x 2, orthogonal über 12 angenommen, war, mit 12 zu- 
sammen, und schließlich ist F” nicht identisch mit 7, da mindestens eine der durch die 
Punkte 3 . .. 6 62 bestimmten Kanten schief steht, daher mindestens einer der 
Punkte öz, . . . 62" nicht senkrecht über dem entsprechenden von F liegt. — Damit ist 
die Annahme B) und somit der Liebmannsche Satz bewiesen. 

Der hier zum Beweise von B) eingeschlagene Weg gestattet noch, diese Aussage 
in einer etwas allgemeineren Form auszusprechen, die dann der für n-Ecke gemachten 
Bemerkung A) genau entspricht: 

U) Gibt es zu einer Fachwerksiigur F eine Figur F”, die mit F einen 
Stab gemeinsam hat und Finden Punktenirgendeiner Geraden Ü schneidet, 
so gibt es zu F auch eine mit ihr in einem Stab übereinstimmende gleich 
gegliederte nicht identische Figur #,, die Fin den Punkten einer beliebigen 
willkürlich gegebenen Geraden C, schneidet. 


Da für C, auch die unendlich ferne (rerade genommen werden kann, ist somit F' 
ein Ausnahmefäachwerk, und es verschwindet durch diese Formulierung die Sonderstellung 
der unendlich fernen Geraden für die CUharakterisierung der Ausnahmefachwerke, wie es 
ja dem projektiv invarianten Charakter derselben entspricht. Die Richtigkeit der Aus- 
sage () folgt aus den von uns herangezogenen Raumbetrachtungen unmittelbar, wenn man 
(vergl. Abb. 3) in derselben Weise von zwei Figuren F', und F%" ausgeht, wie wir früher 
von Fr und F„ ausgegangen sind: In einer Ebene 7, die nur die Bedingung erfüllt, 
die Ebene von F (die wir uns wieder als Grundebene denken) in der Geraden -C zu 
schneiden, wird eine Figur F7%' angenommen, die dadurch völlig bestimmt ist, daß die 


jetzt voraussetzungsgemäß existierende F auf © schneidende, mit F in einem Stab über- 


einstimmende Figur F’ ihr Grundriß ist. Durch je zwei entsprechende Seiten 12, TEE 
ist eine Ebene bestimmt, im Ganzen also (2 n — 3) solche. Die Gesamtheit dieser (2? n — 3) 
Ebenen kann man nun mit einer Ebene meiden deren Grundrisspur die willkürlich 
vorgegebene Gerade (C, ist, im Speziellen auch mit einer Parallelebene zur Grund- 
ebene, wobei dann als Schnittfigur #r sich etwa die in Abb. 3 eingezeichnete Figur 
ergibt, die früher den Ausgangspunkt bildete. Der Grundriß einer solchen Schnittfigur 
ist dann jedenfalls, wie behauptet, eine F auf der Geraden (, schneidende, in einem 
Stab mit F’ übereinstimmende aber nicht mit ihr identische Figur Fi. 

Natürlich folgt andererseits unsere in Rede stehende Erweiterung C), auch ohne 
wieder explizite auf räumliche Vorstellungen zurückzugreifen, aus dem Liebmannschen 
Satz, indem man durch eine projektive Transformation die Ü in die unendlich ferne 


Gerade überführt, /' in F, F' die F auf © schneidet, somit in eine Parallelfigur F" trans- 
formiert, welche, da nach dem Liebmannschen Satz auch F noch ein Ausnahmefachwerk 
ist, mit /#’ trotz Uebereinstimmung eines Stabes nicht identisch ist. Nach B) gibt es dann 
eine Figur F} die F auf einer solchen Geraden C schneidet, welche bei der zur vor- 
genommenen, inversen Transformation in die Gerade €, übergeht; F\ geht dabei in die F 
auf C, schneidende Figur F, über, die trotz Uebereinstimmung eines Stabes nicht mit /' 
identisch ist. 


3, Eine geometrische Anwendung. Wir wollen jetzt mit Hilfe desLiebmannschen 
Satzes einen Satz beweisen, der dem Gedankenkreis des bereits S. 5l berührten Desar- 
gueschen Satzes angehört, mit dessen Beweis ja unser Beweis des Liebmannschen 
Satzes’ weitgehende Aehnlichkeit hat. 

In der projektiven Geometrie wird eine Verallgemeinerung des Desargueschen 
Satzes gezeigt, die sich auf »vollständige Vierecke« ') bezieht und folgendermaßen lautet: 


Schneiden sich fünfentsprechende Seitenpaare zweier ebener Vierecke 
in Punkten ein und derselben Geraden (), so gilt dasselbe für das sechste 
Seitenpaar und die Verbindungen entsprechender Ecken gehen durch einen 
Punkt. 

Wir wollen hier diesen Satz auf vollständige n-Ecke übertragen, weniger wegen 
dieser Uebertragung als solcher, als um den Zusammenhang mit den betrachteten Begrifis- 
bildungen der Fachwerklehre darzulegen. Der betreffende Satz lautet: 


Ein vollstüändiges n-Ecek besteht aus » Punkten und den !/a n (n — 1) zwischen diesen möglichen 
Verbindungsgeraden 
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3. Weiß man von (?n— 3) solchen Seiten eines vollständigen n-Ecks’ 
welche kein »Ausnahmefachwerk« bilden, daß sie die entsprechenden Seiten 
eines zweiten vollständigen n-Ecksin den Punkten einer Geraden Üschneiden, 
so schneiden sich auch alle übrigen der '/r(n — I) entsprechenden Seiten- 
paare der beiden n-Ecke auf dieser Geraden € und die Verbindungen ent- 


sprechender Ecken gehen durch einen Punkt. 


Bezeichnen wir mit F bzw. F’” die Figuren aus n Punkten und (2? n — 3) Seiten, 
für die das Schneiden auf (Ü' vorausgesetzt wird, und machen wir eine solche projektive 
Transformation, bei der (' in die unendlich ferne Gerade übergeht. Die Figuren F und F” 


gehen dabei in solche F' und F" über, deren entsprechende Seiten parallel sind. Da nach 
dem Liebmannschen Satze F' ebensowenig wie F ein Ausnahmefachwerk ist, so muß 


die Parallelfigur F”’ zu F ähnlich sein; denn gäbe es eine zu F' nicht ähnliche Parallel- 
figur, so könnte man, indem man eine zu dieser ähnliche Parallelfigur aufsucht, die aber 


in einem Stab mit F übereinstimmt, eine Parallelfigur zu ZF' erhalten, die mit F nicht 
identisch ist, da sie ja nicht einmal ihr ähnlich ist, und doch einen Stab mit F gemeinsam 
hätte, dann aber wäre F ein Ausnahmefachwerk, was ja nicht der Fall sein sollte. Da also 


F" zu F ähnlich und, zufolge der Parallelität entsprechender Seitenpaare, auch ähnlich 
gelegen ist, so sind sämtliche a n(n — 1) Verbindungsgeraden der n Punkte, d. h. sämt- 
liche Seiten der vollständigen n Ecke paarweise entsprechend einander parallel und 


überdies gehen die Verbindungen entsprechender Ecken von F und F” durch einen 


»Aehnlichkeitspunkt« p. Kehrt man jetzt durch die zur vorgenommenen Transformation 
inverse zu F und # zurück, so sieht man, daß sämtliche Seiten der vollständigen n-Ecke 


einander auf C schneiden und daß, da p in einen Punkt p übergeht, die Verbindungen 
entsprechender Ecken durch diesen Pankt p gehen. 

Damit ist der Satz 3. erwiesen. Wir sprechen ihn noch in der Form aus, die sich 
ergibt, wenn man einen Stab von Z' mit dem entsprechenden von F” identisch wählt, 
und die dann eine unmittelbare Beziehung desselben zur Aussage Ü) erkennen läßt. 


3a. Weiß man von (?2n — 3) solchen Seiten eines vollständigen n-Ecks, welche 
kein »Ausnahmefachwerk« bilden, daß sie die entsprechenden Seiten eines zweiten voll- 
ständigen n Ecks in den Punkten einer Geraden (€ schneiden, und stimmen die beiden 
n-Ecke in zwei entsprechenden durch eine Seite verbundenen Punkten über- 
ein, so sind sie miteinander identisch. 

Denn bezeichnen wir wieder mit #F bzw. F die in Rede stehenden Teilfiguren der 
beiden n-Ecke, bestehend aus n Punkten und (2 n — 3) solchen Seiten, die kein Ausnahme- 
fachwerk bilden, so müssen diese nach C) bei Uebereinstimmung eines Stabes mit einander 
identisch sein, denn sonst wäre F’ eine Figur, die # auf der Geraden © schneidet und 
trotz Uebereinstimmung eines Stabes nicht mit 7’ identisch ist, somit 7’ zufolge Ü), ein 
Ausnahmefachwerk, gegen die Voraussetzung. Sind aber # und F" identisch, so stimmen 
alle n-Eckpunkte der beiden vollständigen n-Ecke entsprechend überein, und diese sind 
daher miteinander identisch. 

Man sieht, daß der eigentliche Inhalt des n-Eck Satzes 3a. in der durch Ö) 
gegebenen ('harakteristik des » Ausnahmefachwerks«, als eines Fachwerks, für das es eine 
zweite, F auf ireend einer Geraden schneidende, trotz Uebereinstimmung eines ent- 
sprechenden Paares von Stäben nicht mit 7’ identische Figur /” gibt, gelegen ist. Ebenso 
bildet, wie wir sofort erkennen werden, den wesentlichen Inhalt der in 3. gegebenen 
Formulierung unseres Satzes eine analoge Charakterisierung der Ausnahmefachwerke, 
die sich von Ü) nur dadurch unterscheidet, daß sie von der bisher gemachten Annahme, 
daß zwei entsprechende Stäbe von F und #” übereinstimmen, absieht. Diese lautet: 


D) Gibt es für irgend eine Gerade Ö eine ein Fachwerk 7 auf dieser 
schneidende (gleichgegliederte) Figur F’, so daß die Verbindungen ent- 
sprechender Ecken von F und F” nicht durch einen Punkt gehen, so gilt 
dasselbe auch für jede andere willkürlich gegebene Gerade ( und F ist 


Ausnahmefachwerk. 
Gibt es andererseits irgend eine Gerade (, so daß für alle eine Fachwerkfigur # 


auf C schneidenden Z#” die Verbindungen entsprechender Ecken notwendig durch 
einen Punkt gehen, so gilt dasselbe für jede Gerade ©, und Z’ ist kein Ausnahme- 


| | 
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fachwerk. Wie man sieht, folgt aus D) sofort Sarz 3. genau so unmittelbar wie 3a. aus 
C) folgte, denn da das in 3. betrachtete # nach Voraussetzung kein Ausnahmefachwerk 
ist, müssen für jede F, auf einer Geraden © schneidende, gleich gegliederte Figur F” die 
Verbindungen entsprechender Ecken durch einen Punkt gehen. — Die Eigenschaft, daß 
die n Verbindungsgeraden notwendig durch einen Punkt gehen oder nicht (im Falle 
einer Parallelfigur ist dieser Punkt einfach der »Aehnlichkeitspunkt«), macht also nach 
D) den charakteristischen Unterschied aus, den wir früher darin gefunden hatten, ob bei 
Uebereinstimmung zweier entsprechender Stäbe Z#' mit F” identisch wurde. 

Was schließlich die Aussage D) selbst betrifit, ist sie, ebenso wie (), im wesent- 
lichen identisch mit dem Liebmannschen Satz und läßt sich entweder genau wie für Ü) 
S. 54 geschah, wenn man diesen schon kennt, nachträglich aus ihm folgern, oder man 
kann auch D) direkt, ebenso wie B) und C), durch Heranziehen von Raumbetrachtungen 
erweisen, wobei man analog wie früher S. 53, neben F% eine Fr" heranzieht — gelegen 
in einer, die Ebene von F (das sei die Grundebene) in der Geraden © schneidenden Ebene 
— deren Projektion F” die Figur F auf € schneidet, und für die voraussetzungsgemäß 
die Verbindungen entsprechender Eeken nicht durch einen Punkt gehen (was der früher 
benutzten Voraussetzung entspricht, nach der F und F” nicht kongruent waren). Man 
sieht dann, daß diese Tatsache, nämlich das »Nicht durch einen Punkt Gehen« der n 
Verbindungsgeraden beim Schneiden der Gesamtheit der (?n— 3) Ebenen mit einer be- 
liebigen Ebene yı für die Schnittfigur wie auch für deren Projektion erhalten bleibt. Wir 
brauchen darauf nicht näher einzugehen. 


4. Anwendung auf Gelenkmechanismen. Sind n Knoten durch weniger als 
(2n— 5) Stäbe verbunden, so spricht man üblicherweise nicht mehr von einem Fachwerk, 
sondern von einem »Mechanismuse Die Differenz (2?n—5) —s= y zwischen der Zahl 
(2n—:) und der Anzahl s der vorhandenen Stäbe wird als Anzahl der »nominellen 
inneren Freiheitsgrade« bezeichnet. Sie stimmt, wie wir schon im Falle des Fachwerks 
(s = 2n — 3) gesehen haben, nicht notwendig überein mit der Zahl « der »effektiven 
inneren Freiheitsgrade, oder der Grade der »Beweglichkeit«. Die Zahl & gibt die An- 
zahl der voneinander linear unabhängigen Lösungen des homogenen Gleichungssystems 
an, das die »Eigenverrückungen« bestimmt und diese Zahl stimmt (vergl. 2) überein 
mit der Anzahl der unabhängigen Lösungen der Eigenspannungs- Gleichungen. Es ist 
= 2n—3—r, wobei » den Rang der Matrix des einen oder andern dieser beiden 
Gleichungssysteme bezeichnet. Ein System von x effektiven Freiheitsgraden besitzt also 
x linear unabhängige Systeme von Eigenrspannungen und ebensoviele linear unabhängige 
infinitesimale Bewegunrgsmöglichkeiten. Ist @>y”0, so nennen wir das betreffende 
Gelenksystem einen Ausnahmemechanismus und im Falle y=0 (also s=2n—5) 
speziell auch ein Ausnahmefachwerk'!). Wir wollen nun die folgende Verallgemeinerung 
des Liebmannschen Satzes beweisen: 


4. Die Zahl x der eifektiven Freiheitsgrade eines ebenen Gelenksystems 
bleibt bei projektiver Transformation desselben erhalten. 


Unter »Gelenksystem« ist hier ganz allgemein ein System von n Knoten und s- 
Stäben verstanden, wobei (?n—5) —s=y, y”0 und (?n—3) "270. In 2 hatten 
wir bloß gezeigt, daß im Falle y— 0, 2 > 0 auch nach einer projektiven Transformation 
x > 0, aber weder den Fall y > 0 betrachtet, noch auch explizite festgestellt, daß die 
Zahl x genau erhalten bleibt, (also weder vergrößert noch verkleinert wird). 

Wir wollen wieder als Ausgangspunkt unserer Ueberlegunrgen einen »Geschwindig- 
keitsplan« nehmen. Ina unserem oben betrachteten Spezialfall hatte sich ergeben, daß im Falle 
eines Ausnahmefachwerks # nach Festlegung von drei Knotenpunktskoordinaten (welche 
stets durch Festlegung zweier durch einen Stab verbundener Punkte durchge- 
führt werden konnte), nachdem also das System gegen »außen« festgelegt war, noch eine 
infinitesimale Beweglichkeit existierte, d.h noch eine Parallelfigur #’' zu F existierte, die 
nach Identifizierung zweier durch einen Stab verbundener Punkte mit den entsprechen- 
den von F nicht mit F identisch war. Im Falle nun Z#' nicht eine, sondern x Be- 
weglichkeiten besitzt, muß analog nach willkürlicher Festlegung von 5 +(@—1) 
Knotenpunktskoordinaten, F noch eine infinitesimale Beweglichkeit besitzen. Der Zusatz 
»willkürlich« ist wesentlich und erinnert daran, daß bei Festlegung eines Punktes, der 


I) Wir wollen hier das Wort »Ausnahhmemechanismus« der Einfachheit halber auch für den 
Grenzfall y= 0 gebrauchen, um nicht stets einen diesbezüglichen Zusatz machen zu müssen. 
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mit einem bereits festgelegten durch einen Stab verbunden ist, nur mehr eine, und falls 
er mit zwei bereits festgelegten Punkten durch je einen Stab verbunden ist, gar keine 
Koordinate mehr frei wählbar ist. (So war z.B. in Abo. 2a durch Festlegung der beiden 
durch einen Stab verbundenen Punkte 1’ und 2’ auch der mit diesen zusammen ein 
Dreieck bildende Punkt 5’ festgelegt, wobei im ganzen in diesem Fall («= 1) nur 
drei Koordinaten willkürlich verfügbar waren). Besitzt Z' also x Beweglichkeiten, so 
müssen sich irgendwelche Knotenpunkte von F angeben lassen, durch deren Festlegung 
über 3-+ (e—1) Koordinaten verfügt ist. Diese sind natürlich im allgemeinen auf viel- 
fache Weise wählbar und sowohl ihre Anzahl wie die Anzahl der durch sie festgelegten 
Stäbe kann verschieden sein. Dies veranschaulicht Abb. 4. Der dort gezeichnete Me- 
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Rasıez) 
Abh. 4a. Abb. 4b. 
chanismus von n — 11 Knoten und s = 14 Stäben besitzt 2 = y= 5 ellektive innere Frei- 
heitsgrade. Es muß daher nach Festlegung von 3 +(5—1)= 7 Knotenpunktkoordinaten 


noch eine Boweglichkeit existieren. In Abb. 4a wurde durch Festlegung der vier Punkte 
2,5, 6, 9 über diese sieben Koordinaten verfügt. Denn die Festlegung von den durch einen 
Stab verbundenen Punkten 2 und : entspricht drei Koordinaten, sodann die von 6 und 9 je 
zwei weiteren Koordinaten. Zufolge dieser Wahl sind gemäß der Gliederung auch die Punkte 
1,7 und S festgelegt, somit im ganzen sieben Punkte und (stark ausgezogen) sechs Stäbe; 
verfügt man aber etwa, wie dies Abb. 4b zeigt, in der Weise über die sieben willkür- 
lichen Koordinaten, daß man die fünf Punkte 1, 3, 4, 5, 7 festlegt (die Fixierung von | 
und » verfügt über je zwei Koordinaten, die von 4, 5» und 7, welche jeder mit einem 
schon festgelegten Punkt durch einen Stab verbunden sind, über je eine weitere), so sind 
dadurch dann auch die Punkte 2, 6 und 8 festgelegt und die zwischen ihnen verlanufen- 
den neun Stäbe (stark ausgezogen). In beiden l’ällen ist, wie es ja sein muß, noch eine 
Beweglichkeit geblieben, was sich darin äußert, daß es noch nach den vorgenommenen 
Festlegungen zu F eine nicht mit ihr identische Parallelfigur / gibt. 


Nach diesen Erläuterungen können wir jetzt sagen: Besitzt ein Gelenk- 
mechanismus F x wirkliche innere Freiheitsgrade, so kann man zu /" eine 
Parallelfigur /” zeichnen, die, wenn man 3+(x@—1) willkürliche Koordi- 
naten von F und F’ identifiziert, noch nicht mit F identisch ist. Gibt es 
umgekehrt zu F ein solches F’, so 
besitzt gerade & Beweglichkeiten. 
Abb. 5a zeigt ein Beispiel für n — 8, 
s=]2, somit y=|; es ist dies ein 
Ausnahmemechanismus, denn es ist 
x=2; das sieht man daraus, daß nach 
Festlegange von 53 —1)=4 will- 
kürlichen Koordinaten, nämlich der 
Punkte I, 2 und 3, noch die nicht 
identische Parallelfigur 1’..5’ existiert. 
Ein zweites Beispiel ist in Abb. 5b 
gezeichnet. Es ist ein Zehneck mit 
fünf Hauptdiagonalen, in dem 12/67, 
23//78...56//10,11 (allgemein dürften 
sich auch die genannten Seitenpaare Abb. 5a. 
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in Punkten irgend einer Geraden (€ schneiden). Hier ist n= 10, s—=15, daher y=:, 
aber 3. Tatsächlich läßt sich, etwa nach Festlegung der Punkte 1, 2, 5, welche der 
Verfügung über 5— 5 + (3— 1) Koordinaten entspricht, noch die nicht mit Z’ identische 
Parallelfigur 10° zeichnen. 

Um nun unseren Satz zu beweisen, zeigen wir ganz analog wie in 2: 


E) besitzt Fwerade & Beweglichkeiten, d.h. gibt es zu F eine Parallel- 
figur F’, welche bei Uebereinstimmung von 3-+ (x — ı) willkürlichen Knoten- 
punktskoordinaten mit den entsprechenden von F,nochnichtmit Fidentisch 
ist, so gilt dasselbe für jede beliebig vorgegebene Gerade (C, d.h. es gibt 
eine mit F gleich gegliederte, in denselben Knoten wie F' mit F überein- 
stimmend Figur F”, deren Seiten die entsprechenden von F auf C schneiden. 


Ist dies erwiesen, so folgt daraus, genau wie S. 52 sofort unser Satz. Denn um 
zu sehen, daß es nach Vornahme einer beliebigen projektiven Transformation, die Fin 


F überführt, zu F eine Parallelfigur F’ der geschwünschten Art gibt, wählt man als Gerade 
(‘ der vorstehenden Aussage, die bei der betreffenden projektiven Transformation in die 
unendlich ferne Gerade übergehende Gerade; dann geht die, nach E£) vorhandene, F' auf 
dieser Geraden (© schneidende Figur F’' bei der projektiven Transformation in die fragliche 
Figur /" über. 

Aussage E) wird nun, ganz ebenso wie früher, durch räumliche Betrachtung 
erwiesen. Wir wählen die Ebene der Figur Z'als Projektionsebene unserer orthogonalen 
P’rojektion. Die Figur F'Y% heben wir aus dieser Ebene heraus und zeichnen sie in eine 
zur Projektionsebene parallele im Abstand Eins errichtete Ebene so hinein, daß identische 
Punkte von F und #' im Raume, also in den Figuren F und Z#'', orthogonal untereinander 
liegen. Im Beispiel der Abb. 5b etwa sind dies die Punkte 1 125 2 221; 5 525 6 6r'; 
7 7x; 10 10% und die ebenen Vierecke 1 2 1x 5 6 5x' &r 5 10 10r;....110 1x 10, 
sind Rechtecke. Wir betrachten die Gesamtheit der s — (2 n — 3) — y Ebenen — in unserem 
Beispiel fünfzehn — die durch je zwei entsprechende, zu einander parallele Stäbe von # 
und #7 bestimmt werden. Um dann die Existenz einer die Seiten von F in C schneidenden 
Figur F” der genannten Art nachzuweisen, schneiden wir die Gesamtheit dieser s Ebenen 
mit einer Ebene y, deren Grundspur die Gerade C ist; man erhält als Schnittfigur F'7', die 
genau so gegliedert ist wie F; ihre Orthogonalprojektion F’ auf die Grundebene, 
das ist auf die Ebene von #\, ist die fragliche Figur. Denn die Seiten von F” schneiden 
die entsprechenden von F in Punkten von C, (jede Seite von Fr’ schneidet die ent- 
sprechende von F, da sie mit ihr in der Ebene liegt, welche durch die Seite von F'und die ent- 
sprechende von Fy bestimmt ist, und alle diese Schnittpunkte müssen auf der Schnitt- 
geraden der Ebenen von #' und #'' liegen, das ist aber (', dieselben Knrotenpunkte von 
F', die mit den entsprechenden von F” identisch waren, sind es auch mit den entsprechenden 
von F’ (in unserem Beispiel: 1=- 2? 10 = 10"), da die 
betreifenden Kanten normal auf der Grundebene stehen, und F’ ist schließlich nicht 
mit F identisch, da mindestens eine Kante, — welche nicht identischen Punkten von F und 


F' entspricht — schief steht (in unserem Beispiel etwa die durch 3 und 3;' bestimmte). 
Somit ist die oben formulierte Aussage und damit unser Satz bewiesen. — Natürlich gilt 
auch eine zu (©) analoge Erweiterung der Aussage E). 516 


Die resultierenden Trägheitskräfte bewegter Scheiben. 
Von H. ALT in Dresden. 


nter einer Scheibe soll hier ein Körper verstanden werden, der sich Komplan be- 
wegt, bei dem also die Bahnen sämtlicher Punkte in Ebenen liegen, die einander 
parallel sind '). Insbesondere gehören also zu den Scheiben die (rlieder der ebenen 
Getriebe. 
Bei der Bewegung jedes Körpers treten, wenn man von der gleichförmigen Trans- 
lationsbewegung absieht, Massenkräfte oder Trägheitskräfte auf, die sich bei der Scheibe 
durch eine resultierende Trägheitskraft ersetzen lassen. Die Zusammenfassung der Träg- 


Diesem kinematischen Begriff der Scheibe steht der entsprechende Begriff der Elastizitäts- 
lehre zegenüber, bei der man unter einer Scheibe einen Körper versteht. bei dem alle auftretenden 
Spannungen derselben Ebene parallel sind. 
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heitskräfte, die an jedem einzelnen Massenteilchen der bewegten Scheibe auftreten, ist 
schon verschiedentlich bearbeitet worden. Man hat dabei in der Regel die Theorie der 
sogenannten Ersatzpunkte benutzt bzw. für diesen Zweck entwickelt, unter denen man 
Punkte versteht, auf welche die Gesamtmasse der Scheibe verteilt wird. Es ist aber von 
vornherein klar, daß die Trägheitskräfte einer bewegten Scheibe ein ebenes Kräftesvstem 
bilden und sich daher zu einer einzigen resultierenden Trägheitskraft zusammensetzen 
lassen müssen, die nach Größe, Richtung und Lage eindeutig bestimmt is. Den ein- 
fachen Fall des zentrischen Schubkurbelgetriebes unter der Annahme konstanter Winkel- 
geschwindigkeit der Kurbel hat Mohr') untersucht und dabei ein zeichnerisches Ver- 
fahren angegeben, um die resultierende Trägheitskraft der Schubstange zu bestimmen. 
Ferner hat Mollier?) gezeigt, wie man die Kraft ermittelt, die beim zentrischen Schub- 
kurbelgetriebe von der resultierenden Trägheitskraft der Schubstange auf den Kreuzkopi 
bzw. den Kolben ausgeübt wird. 

In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, wie man auf einem einfachen, zeich- 
nerischen Wege ganz allgemein bei einer beliebig bewegten Scheibe die resultierende 
Trägheitskraft ermitteln kann. 


1. Der Beschleunigungspol. Das Verfahren, das im folgenden entwickelt wird, 
stützt sich auf die Benutzung des Beschleunigungspoles, d.h. desjenigen Punktes B 
der bewegten Ebene, der augenblicklich keine Beschleunigung besitzt. Er ist der eine 
Schnittpunkt der Bresseschen Kreise :c und Ah, die sich außerdem noch im Momentanpol P 
schneiden (Abb. 1). Im folgenden werde ich die Eigenschaften des Beschleunigungspoles 
benutzen, daß die Beschleunigung jedes Punktes A der bewegten Ebene mit der Ver- 
bindungslinie A B den gleichen Winkel ß einschließt und daß ihre Größe dem Abstande AB 


proportional ist. Der Proportionalitätsfaktor ist hierbei Vo'-+ e? und der Winkel ? ist 


bestimmt durch tg ?— , wobei » die Winkelgeschwindigkeit und & die Winkelbeschleu- 


nigung der bewegten Ebene ist. Der defi- 
nierte Winkel $ ist auch derjenige Winkel, 


den die Gerade 3 P mit der Polkurven- 


Abh. 1. Ay 3: 


normalen (d. h. dem Wendekreisdurchmesser P Ws) bildet. 

Die Ermittlung des Beschleunigungspoles B kann so erfolgen, daß man den Wende- 
kreis w und den Wechselkreis Ah aufsucht, wobei man dann B als Schnittpunkt beider 
Kreise erhält. In den meisten praktischen Fällen, insbesondere bei Maschinengetrieben, 
bedeutet die Ermittlung der Bresseschen Kreise einen Umweg, und man kann hier einen 
einfacheren Weg einschlagen. Meist kennt man hier die Beschleunigungen b, und b, 
zweier Punkte Aı und A, der Ebene. Sind Bı und B, die Endpunkte der Beschleunigungs- 
vektoren b, und b;, so bestimmen die Punkte As, Bı, ein Vierseit, bei dem und D 
die beiden weiteren Eckpunkte seien (Abb. 2). Die vier Kreise, die zu dem Vierseit 
gehören, d.h. die Kreise durch A, BıC, A,B: C, Aı 4 D, Bı B» D, schneiden sich im 
Beschleunigungspol B, den man daher schon als Schnittpunkt zweier der vier Kreise 
erhält’). Zu beachten ist hierbei, daß der Maßstab für die Streckendarstellung der Be- 
schleunigungen und willkürlich ist und daß nur das Verhältnis A, : A» Ba = bı : 
unverändert bleiben muß. 


) 0. Mohr. Die Trägheitskräfte einer Schubstange, Zivilingenieur 1895. Bd. 41, 8. 591 bis 548. 
°) R. Mollier. Der Beschleunigungsdruck der Schubstange, Zeitschrift des Vereins deutscher 
Ingenieure. 1905, S. 1638 bis 1640. 
3) [. Burmester. Lehrbuch der Kinematik, Leipzig 1388. S. 506. 
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2. Die Trägheitskräfte. Im folgenden sei immer angenommen, daß der Be- 
schleunigungszustand der Scheibe dadurch gegeben ist, daß man die Beschleunigungen D, 
und 5b, zweier Punkte A, und A, der Scheibe kennt. Die Beschleunigung jedes weiteren 
Punktes A; der Scheibe findet man dann nach dem Satze von Burmester'), nach dem 
das Dreieck der Endpunkte 7,, B,, B; der Beschleunigungsvektoren dem Dreieck der 
entsprechenden Punkte Aı, A:, Az der bewegten Ebene ähnlich ist. 

Um die resultierende Trägheitskraft zu ermitteln, gehen wir davon aus, daß die 
Trägheitskräfte einer Scheibe sich ersetzen lassen durch die Trägheitskraft A der im 
Schwerpunkte S der Scheibe vereinigt gedachten Gesamtmasse m und ein Moment von 
der Größe M = Je, wobei J das Trägheitsmoment der Scheibe inbezug auf eine durch 
den Schwerpunkt S gehende, zur Scheibenebene senkrechte Achse ist. Die Beschleunigung D, 
des Schwerpunktes N der Scheibe findet man nach dem angegebenen Satz von Bur- 
mester, sie bildet mit der Verbindungslinie B S, deren Länge s sei, den oben definierten 


Winkel für den = gilt (Abb. 3) und hat die Größe , —s- Vote: 
(v 


Die Größe und Kiehtung der resultierenden Beschleunigungskraft P ist durch b, 
zegeben, und man erhält ’=m:b, Damit ist auch Größe und Richtung der resultierenden 
Trägheitskraft gefunden, da ?= —P ist. Nun ist aber andererseits A— Vot+e:, 
Setzt man, um die Lage von Z# zu bestimmen, das oben angegebene Moment 


M=J-s=R:a, 
wobei « den Abstand der Kraft Z? vom Schwerpunkt S bedeutet, so folgt 


& 
R 
Hier ist 2 der Trägheitsradius der Scheibe bezüglich des Schwerpunktes und J= mv“. 
Bezeichnet man den Schnittpunkt der Wirkungslinie von ZA mit der Geraden BS mit E 
(Abb. 3), so ist 
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Diese Beziehung ist im wesentlichen das Ergebnis der vorliegenden Arbeit. Man erhält 
die Strecke e zeichnerisch in folgender Weise. (Abb. 4). Auf B3S trägt man die Strecke 
S Fi auf und legt durch 8 und B zwei beliebige Gerade, die sich in @ schneiden. 
Durch F zieht man zu BG die Parallele, die @ S in H schneidet, und durch /7 zuF@G 
die Parallele, die BS in .J schneidet. Dann ist 5./=e. Damit ist die resultierende 
Trägheitskraft A auch der Lage nach eindeutig bestimmt. Der Schwerpunkt $ liegt 
stets zwischen dem Punkte E und dem Beschleunigungspol B. 

Auch die Strecke a kann man zeichnerisch ermitteln (Abb. 5). Man zieht durch 5 
zu BS und durch B zu b. die Senkrechten, die sich in 7’ scheiden. Dann ist a=:?:BT 
und kann daher ebenso zeichnerisch gefunden werden wie die Strecke v. 


3. Anwendungen. a) Die um eine feste Achse rotierende Scheibe 
(Abb. 6). Hier fällt der Beschleunigungspol B in den Drehpunkt. Ist Ö, wieder die Be- 
schleunigung des Schwerpunktes S, so ist die resultierende Trägheitskraft = mb, und 


') 1. Burmester. Ueber den Beschleunizungszustand ähnlich veränderlicher und starrer ebener 
Systeme, Zivilingenieur 1878, 24. Bd, S. 152, 4. Satz. 
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ihre Lage ist bestimmt durch S#=e=?':s. Zu demselben Ergebnis bei diesem Beispiele 
kommt Wittenbauer') unter Benutzung der "Theorie der Ersatzpunkte. Der Falls = 0, 
in dem der Schwerpunkt 5 in der Drehachse liegt, liefert ?= 0. Hier ergibt sich nur 
ein Moment von der Grüße M= Je, 


b) Das Schubkurbelgetriebe (Abb. 7). Die Kurbel Z, A soll sich gleichiörmig 
mit der Winkelgeschwindigkeit ®; um X drehen. Wir haben hier drei bewegte Scheiben, 
die Kurbel XZ, bei der die einzelnen Größen durch den Index I bezeichnet werden 
mögen, die Pleuelstange 7, N durch den Index 2 und die hin- und hergehenden Massen 
(Kreuzkopf, Kolbenstange, Kolben) durch den Index 3. Da die Kurbel XL gleichfürmig 
umläuft, so wirkt in der Geraden AS, und hat die Größe Rı = : K Sı In 
den meisten praktischen Fällen liegt der Schwerpunkt S8, im Drehpunkte X, so das R= 0 
wird. Hier soll aber der allgemeinere Fall, daß XS, von Null verschieden ıst, an- 
genommen werden. 

Um die resultierende Trägheitskraft der Pleuelstange zu finden, ermitteln wir zu- 
nächst die Beschleunigung des Kreuzkopfes-s Wählt man den Beschleunigungsmaßstab 
so, daß die Kurbellänge ZK der konstanten Beschleunigung des Kurbelzapfens Z ent- 
spricht, so findet man nach der bekannten Mohrschen Konstruktion den Beschleunigungs- 
vektor N B, des Punktes N. Da 
hier aber die Punkte KX,N,B 
in einer Gerade liegen und da- 
her sich zu dem durch die 
Punkte ZL,K, N, B, bestimmten 
Vierseit keine Kreise zeichnen 
lassen, ändern wir nachträglich 
den Beschleunigungsmaßstab, in- 
dem wir ihn z. B. verdoppeln, 
und erhalten dann die Beschleu- | | 
nigungsvektoren und NB, | 
(Abb. 7). Die Geraden B,B/’ | 
und /,N schneiden sich in U \ | 
und die Geraden LB/ und NB, 
in K. Zeichnet man dann zwei N, \ / 
der vier Kreise durch B, CN, \ 
so erhält 
man als Schnittpunkt den Be- PER, | 
schleunigungspol Die Be- 
schleunigung b, \ 8, B, des 
Schwerpunktes 8, der Pleuel- 
stange ist dadurch bestimmt, Abb. 7. 
daß die Punktreihen Z, 8, N 
und X, 5,, B, ähnlich sind und daher LS,:S N=KB,:B,B, ist. Zieht man B, S,, so 
ergibt sich auf B, $, im Abstande ?=/,?:B,S, von S, der Punkt E,, durch den die 
resultierende Trägheitskraft = m; b, geht. 

Die resultierende Trägheitskraft der hin- und hergehenden Massen ist A; = m; : b,. 
Um die Kräfte zu ermit!eln, mit denen die Zapfen A, L, N beansprucht werden, zeichnen 
wir die gefundenen resultierenden Trägheitskräfte Rı, R., As und die in den Schwer- 
punkten angreifenden Schwerkräfte G\, G,, @s in das Kurbelgetriebe (Abb. 5) ein und 


.!)) F, Wittenbaner, Graphische Dynamik. Berlin 1923, 115. 
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zeichnen für diese Kräfte einen Kräfteplan (Abb. ©), in dem wir die Kräfte G, und #, zu 
einer Kraft P, und die Kräfte @, und AR, zu einer Kraft P, zusammenfassen. In dem 
Kräfteplan zeichnen wir dann dasjenige Seileck mit dem Pol O0, von dem die drei ent- 
sprechenden Seiten durch die Gelenk- 
punkte X, L, N gehen, und erhalten im 
Kräfteplan die entsprechenden Kräfte K, 
4 [,, N, die nach Größe und Richtung die 
Beanspruchung der Gelenke in der -be- 

trachteten Stellung des Getriebes darstellen. 

Hier ist nun =—Ko= K, wobei 

die auf die Kurbel und X, die auf das 

\ \ Kurbellager wirkende Kraft ist.  Ent- 
sprechend ist — L, wobei Lı 
die Belastung des Kurbelzapfens durch 

die Trägheitskräfte und Z» diejenige des 
\ | entsprechenden Vlleuelstangenlagers darstellt, 
| und schließlich wirkt N, auf das andere 
Pleuelstangenlager und N; auf den Kreuz- 

kopfzapfen, und s = N. 

Bezeichnet man mit N; die Komponente 

von N; in der Schubrichtung des Kreuz- 


\ kopfes (Abb. 9), so ist die- 
R. jenige Kraft, die von den Trägheitskräften 
Abb. 10. des Getriebes der Kolbenkraft entgegen- 


gesetzt wird. 


ec) Die Koppel des Gelenkviereckes. Das Gelenkviereck X, L, N, @ (Abb. 10) 
möge als Kurbelschwinge arbeiten und die Kurbel XZ soll gleichförmig umlaufen. Als 
Koppel sei eine Platte von der in Abb. 10 angegebenen Gestalt vorgesehen, deren Schwer- 
punkt S, deren Masse m und deren Trägheitsmoment J (bezogen auf S) bekannt seien. 
Den Beschleunigungsmaßstab wählen wir so, daß die konstante Beschleunigung des 
Punktes Z durch die Strecke /, K dargestellt wird. In bekannter Weise ermitteln wir 
dann die Beschleunigung 5b, NB, des Punktes N und daraus die Beschleunigung 
b,\ 8 B,, indem wir beachten, daß die Dreiecke LAN S und KB,B, ähnlich sind. Die 
Geraden AN und KB, schneiden sich in €, die Geraden LX und NB,in D. Wir 
zeichnen zwei der vier Kreise durch NB,C, LKC, LND, KB,„D und erhalten als 
Schnittpunkt den Beschleunigungspol B. Dann berechnen wir den Trägheitsradius 


i— V.J:m und ermitteln zeichnerisch nach der oben angegebenen Konstruktion die Strecke 
SE=e—1i':BS. Durch den auf diese Weise gefundenen Punkt E geht die resultierende 
Trägheitskraft /? der Koppel. Sie hat die Größe mb, und die der Beschleunigung Db, 
entgegengesetzte Richtung. 486. 


Stromlinienrechentafel. 
Von ALBERT CLOSTERHALFEN in Braunschweig. 


rotz eines umfangreichen einschlägigen Schrifttums verwendet der Konstrukteur 

hvdraulischer Maschinen die zur Bestimmung des Verlaufs von zweidimensionalen 

Strömungen einer idealen Fiüssigkeit bekannten Behelfe experimenteller und 
graphischer Art immer noch nur sehr selten, dies selbst in den Fällen, in welchen 
erfahrungsgemäß die reibungsfreie Strömung der Charakter der wirklichen Flüssigkeits- 
bewegung recht gut widergibt. Die experimentellen Verfahren zur Gewinnung zwei- 
dimensionaler Strömungsbilder sind durchweg zu umständlich, so wertvoll für besondere 
l,aboratoriumsarbeiten sie im einzelnen auch sein mögen. Dies gilt für die von Hele- 
Shaw benutzte Analogie zwischen der ebenen Potential-Strömung einer reibungsfreien 
Flüssigkeit und der laminaren Bewegung in sehr dünner Schicht'), dann für den von 


') 2.d. V.D.1I. 1898, S. 1387. Neuerdings hat Föttinger ähnliche Strömungsbilder auch bei 
turbulenter Strömung erhalten. indem er in besonderer Weise die Entstehung der Randwirbel vermied. 
Stromlinienapparate nach Hele-Shaw-—Pohl werden von der Firma Spindler u. Hoyer in Göttingen 
herrestellt., 2 
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D. Thoma stammenden Vergleich mit einer Elektrizitätsströmung!) und selbst für die an 
sich anpassungsfähige von Stodola®’) nach einem Vorschlag von Kucharski’') aus- 
geführte Membrananalogie (zuvor von Prandtl zur Bestimmung von Torsionsspannungen 
benutzt). 


Für den Ingenieur kommen vorläufig nur die graphischen Methoden in Frage. 
Sehen wir von jenen Verfahren ab, welche auf «der Ueberlagerung von (Juell- und Senk- 
strömungen beruhen‘), so besteht das übereinstimmende Merkmal darin, daß zunächst 
ein nach den konstruktiv gegebenen Randbedingungen wahrscheinlicher Verlauf der 
Stromlinien (oder des Netzes der Strom- und Orthogonallinien) angenommen und dieser 
erste Entwurf dann schrittweise verbessert wird. Die dieser sukzessiven Approximation 
dienenden an sich bekannten lechnungen sollen durch die im folgenden beschriebene 
Tafel wesentlich erleichtert und damit dem praktischen Bedürfnis näher gebracht werden. 
Wie wertvoll gerade für den Konstrukteur eine schnell zum Ziel führende graphische 
Methode ist, erhellt aus der Ueberlegung, daß in praktischen Fällen auch die Rand- 
bedingungen oft nicht von vornherein festliegen, sondern auch erst in schrittweiser 
Näherung gewonnen werden müssen '). 


Bevor die eigentliche ltechentalel beschrieben wird, sei einer später verwandten 
Methode zur Bestimmung des Krümmungshalbmessers von stetigen Kurven gedacht. Spiegel- 
lineale sind zum Verzeichnen von Normallinien bekannt. Der Verfasser benutzt nun 
zur näherungsweisen Messung von Krümmungen eine Kombination von 2 Spiegellinealen. 


Soll — Abb. 1 — im Punkt 7 die Krümmung bestimmt werden, so wird zunächst das 
erste Lineal — »Grundlineal«e — mit seinem Nullpunkt nach Augenmaß auf den Punkt 


M der F.urve gestellt, welcher gleichweit von P entfernt liegt, wie der Mittelpunkt © einer 
vor der Spiegelfläche befestigten Kugel von dieser. Das Lineal wird dann so verdreht, 
bis Kurve und Spiegelbild stetig ineinander übergehen. Das zweite Lineal trägt — 
Abb. 2 — rückwärtig eine zylindrische Bohrung, in welche die Kugel des ersten genau 
hineingeht. Eine Justierschraube J ist einmal so einzustellen, daß O0 symmetrisch 
zu beiden Spiegelflächen liest. Man hält das eingestellte Grundlineal nun fest und ver- 
dreht auch das zweite Lineal in die Normalstellung. Die Größe des Krümmungshalb- 
messers o läßt sich dann am Schnittpunkt ( der Lineale unmittelbar ablesen. Zweck- 


ı) 2.d.V.D.I. 1911, S. 2007. 

2) Dampf- und Gasturbinen, Berlin 1922, S. 823. 

) Strömungen einer reibungsfreien Flüssigkeit bei Rotation fester Körper. München 1918, 8. 136. 

4) Föttinger, Fortschritte der Strömungslehre in Maschinenbau und Sehiffbau. Jahrbuch der 
Schiffpautechn. Gesellschaft 10214. 

5) Wie dies zu verstehen ist, sei beispielsweise an Hand der genauen Konstruktion eines 
Spiralgehäuses für eine Kreiselpumpe erläutert. — Vergl. hierzu Kucharski, a.a.0. S. 141, sowie 
vor allem Pfleiderer, Die Kreiselpumpen, Berlin 1924, S. 120 und Abb. 175. — Das Kreiselrad 
liere in seinen Abmessungen fest. Es soll nun ein Spiralgehäuse so um das Laufrad gelegt werden, 
daß dasselbe bei normaler Fördermenge über «den ganzen Umfang die gleiche Wassermenge >»schluckt«. 
Dann wird die Relativströmung im Laufrad stationär (wegen des Einflusses der endlichen Schaufelzahl 
ist die Absolutströmung stets periodisch stationär, für praktische Aufgaben genügt allerdings die 
Auffassung als »quasistationär«) und es ist zu erwarten, daß hierdurch ein Minimum von Umsetzungs- 
verlusten der wirklichen Strömung erzielt wird, wenn auch der Manzel an eingehenden Versuchen uns 
heute noch nicht erlaubt, den bei periodischer Strömung auftretenden Verlust irgendwie zahlenmäßig 
abzuschätzen. Das also gekennzeichnete Spiralgcehäuse gleicher Schluckfähigkeit über den ganzen Um- 
fang läßt sich aus dem »Diffusor«, d.h. dem Hohlraum zwischen zwei nach außen unbegrenzten, im 
Innern an das Laufrad mit einem >»Spalt«e anschließenden parallelen oder sich beliebig erweiternden 
Rotationsflächen dadurch entwickeln, daß der Verlauf der freien Strömung zunächst in seinen meridio- 
nalen und — was einfacher ist — tangentialen superpositionsfähigen Elementarlösungen ermittelt wird. 
Alsdann nimmt man zwischen den Rotationsflächen eine beliebige l.inie, die »Zunge«, an und stellt die 
von den mit der Strömung schwimmend gedachten Einzelpunkten der »Zunge« beschriebene Fläche fest 
als äußere, materiell auszuführende Begrenzung des Spiralgehäuses. Mit der Lösung «dieser — mathe- 
matischen — Aufgabe ist nun aber die Arbeit «des Konstrukteurs noch nicht erschöpft. Er hat z.B. 
an das Spiralgehäuse eine Rohrleitung anzuschließen, deren Abmessungen durch Erfahrungswerte fest- 
liegen. Von dem Uebergang zwischen Spiralgehäuse und Rohrleitunz ist nun zu fordern, daß einmal 
eine nochmalige Umwandlung von Druckhöhe in Geschwindigkeitsenergie und daß andererseits so starke 
Erweiterungen vermieden werden, bei denen erfahrungsgemäß die wirkliche Flüssigkeit der Begrenzung 
nicht mehr erfolgt. Führt also die erste Lösung noch‘ nicht zu einer Erfüllung dieser und anderer 
konstruktiv-praktischer Forderungen, so müssen die Ausgangsannahmen (Rotationsflächen, Zunge, Ab- 
messungen des L.anfrades) solange geändert werden, bis das Strombild in jeder Weise befriedigt. 


nn __ 
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mäßig trägt eines der Lineale einen 


reziproken Maßstab für - ‚so daß 
auch die Krümmung sofort bekannt 
ist. Das so beschriebene Veriahren 
eibt die absolute Größe des Krüm- 
mungshalbmessers selbst dann noch 
befriedigend, wenn bei stark veränder- 
licher Krümmung der zu Punkt P 
gehörige Krümmungsmittelpunkt von 
() in der Lage erheblicher abweicht '). 

Nach den praktischen Erfah- 
rungen gibt das Doppelspiegellineal 
die Krümmungen wesentlich schneller 
und auch genauer als die sonst üb- 
lichen Methoden ’). 


a) Die Rechentafel in ihrer 
Anwendung auf ebene wirbelfreie 
Abb. I und 2. Krümmungsinesser. Stationär-Strömungen. Bevor wir 
zur Beschreibung der Rechentafel 

ovehen, seien die bekannten Verfahren kurz skizziert: 


I. Es lassen sich zu den Stromlinien Orthogonalen so legen’), daß — Abb. 3 — 


die »Form« der Maschen s konstant gleich eins ist; es entstehen also durchweg kleine 
Ay 


(Quadrate. Diese Tatsache wird benutzt, indem man das Netz solange berichtigt, bis die 
quadratische Form des Strombildes erreicht ist. Das Verfahren ist sehr zeitraubend, 
selbst wenn weiterhin berücksichtigt wird, daß die Diagonalen jeder Masche einander 
gleich sind und auf einander senkrecht stehen, sowie daß der Schwerpunkt der Maschen- 
eckpunkte mit dem Diagonal!-Schnittpunkt zusammenfällt '). 

2. Legt man — Abb. 3 — zu den Stromlinien eine Orthogonale, so ist’) die 
Geschwindigkeit an einer beliebigen Stelle derselben ven 


Hierbei ist das Integral über die ganze Länge y der Normalen vom Ausgangspunkt 
(zweckmäßig Begrenzung), wo die Geschwindigkeit c, herrscht, bis zum betrachteten 
Punkt zu erstreeken; o ist der Krümmurgshalbmesser der Stromlinien in den Schnitt- 
punkten mit der Orthogonalen. Der vorliegende Satz kann nun in folgender Weise zur 
Berichtigung eines angenommenen Stromlinienverlaufs verwandt werden. Man verzeichnet 


über der abgewickelten Orthogonale — Gesamtlänge a -— die Kurve = gemäß den an- 
genommenen Stromlinien bildet die Integralkurve und ermittelt nunmehr den Verlauf 
des Wertes 
[ dv 
N) ») 
. . . . . . . . . (2). 


I, Ob @ auch mit der Lage des Krümmungsmittels übereinstimmt, läßt sich übrigens daraus 
leicht feststellen, daß alsdann Punkt N der Kurve mit dem Nullpunkt des zweiten Lineals zusammen- 
fällt. Dies ist nämlich, sofern man ausschließt, daß die Kurve zwischen M und N zwei oder mehr 
Wendepunkte habe, nur möglich, wenn die Krümmunz zwischen M und N konstant ist. 

?, Willers, Graphische Integration. Berlin 1920, S. 130. Flügel, Ein neues Verfahren zur 
graphischen Integration. München 1914, Ss 4. 

3) y. Mises (Theorie der Wasserräder. Leipzig 1908. 8 5) hat zuerst das Gesetz der Maschen- 
form auch bei wirbelbehafteten Strömungen aufgestellt. Wir teilen dieses Gesetz im Abschnitt d 
init für einen Wirbel von der Stärke —w. Im selben Abschnitt wird auch gezeigt, wie die Rechentafel 
bei einer ebenen wirbelbehafteten Strömung anzıwenden ist. 


willers, a.a $25 (nach Runge). 
Flügel, a.a.0O,s5 Pfleiderer, a.a.0O., S.10. Willers. 0. S26. 


all 
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Diese Größe ist proportional der Geschwindigkeit. Bestimmen wir nunmehr durch 
nochmalige Integration den Ausdruck 


Y 


so ist dieser dem durchströmenden Volumen proportional. Sein bis y= a genommener 
Endwert Vı,’ gestattet alsdann, aus dem bekannten wirklich durchfließenden Volumen V, 
und der zugehörigen konstanten Kanalbreite 5 den Wert c; zu berechnen 

(4). 
Den Wert V;' teilt man darauf noch in rn gleiche Teile entsprechend der Anzahl der ver- 
langten »Stromröhren« und ermittelt die zu diesen Teilpunkten gehörigen Werte von y. 
So erhält man dann die berichtigten Teilpunkte der Ausgangsorthogonalen. Auf weiteren 
Örthogonalen führt man dann dieselbe Rechnung aus. Das ganze Verfahren ist stark 
konvergent, nach zwei Schritten ist zumeist eine noch erreichbare weitere Verbesserung 
innerhalb der Fehlergrenze der zeichnerischen Methode. Trotz der erheblichen Vorzüge 
gegenüber dem unter 1) beschriebenen Verfahren erfordert auch dieser Weg einen den 
Praktiker abschreckenden Zeitaufwand. 


| | 
‚feld B | 
| 
N 
| 
| 
| | | 
| 
Q 
| 
Abb. 3. Stromlinienbild. | 
+ 
Abb. 5. Läufer F. 
| 
| 
| T 
+ | | | | 
Feld A ||| 
T 
| ] 
R,k 
leiste d 


Abb. 4. Stromlinienrechentafel. 


3. Die Rechentafel geht mathematisch von den gleichen Beziehungen wie 2) 
aus. Durch eine geeignete Anordnung wird aber von den bei dem Verfahren nach 2) 
notwendigen zwei graphischen Integrationen, eine gespart; auch die zweite wird er- 
leichtert. Die Tafel besteht aus 4 Feldern A, B, €, D (Abb. 4), von denen die Rechteck- 


5 


| 
| 
| 

| 

(RAs41Z3+5] 
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felder A, B, D je eine Seite «’ (zweckmäßig 10 cm) mit dem quadratischen Feld C gemein- 
saım haben. Feld A, ©, D sind mit gewöhnlichem Millimeterpapier bespannt, Feld B da- 
gegen trägt solches, dessen ÖOrdinaten logarithmisch und dessen Abszissen linear geteilt 
sind (sogenanntes Exponentialpapier). Die Leisten ce und « gestatten das Anlegen der 
später zu besprechenden Läufer E und F, sowie von Winkeldreiecken, um die Läufer 
auch senkrecht zu den Leisten verschieben zu können. Alle Felder werden zweckmäßig 
mit durchsichtigem Papier berpannt. 

Wir bestimmen zunächst, wie unter 2) die gestreckte Länge a') der Orthogonale 
und tragen dieselbe sofern «> a als Grade GR in Feld A ein?). Zu einem bestimmten 


y sei die Krümmung k = ' ermittelt. Man entnimmt die entsprechende Strecke GK 


dem in Werten von k auf Feld A verzeichneten Ordinatenmaßstab, macht GL=@GK und 
seht auf der Ordinate hoch bis $S. Der Betrag @S wird dann von 7 aus als Strecke TU 
abgetragen. Wiederholt man dies für andere Werte y, so erhält man eine Kurve 
k'—=f(y), wobei gilt 
a a 

Diese Kurve wird nun durch einen gebrochenen Linienzug e—g—h—i— usw. an- 
genähert. Der Verlauf der Kurve läßt sich hierdurch meist in sehr wenigen Schritten 
genügend genau wiedergeben. Zur bequemen Bestimmung der Richtungskonstanten der 
Ersatzgeraden dient der Schieber X, welcher ähnlich wie der in Abb. 5 gezeigte Schieber 


F aus P’reßspahn besteht und mit einem nach m = je beziiierten Strahlenbüschel ver- 
7 
sehen ist. 
Nunmehr gehen wir zur Bestimmung von c' auf Feld B über (unter Benutzung der 


Diagonale 4 V in Feld C). Im Feld B benötigen wir den Schieber F, auf welchem — 


Abb. 5 — ein Strahlenbüschel 

für verschiedene Werte %kı’ und eine Schar Parabeln 


für verschiedene Parameter aufgetragen ist’). Zwischen einer Geraden und einer Parabel 
kann also je die Größe 
kıy 


abgelesen werden. Besteht der gebrochene Linienzug in Feld A im Bereich y=0 
bis „ — yı' aus der Linie ey mit dem Anfangswert der reduzierten Krümmung Xı’ in e 
und der Richtungskonstanten mı, so läßt für das betrachtete Intervall in Feld 3 der 
Ausdruck bilden 
log +kı ylge+'amy?’loge . 2.0.9), 
oder, was dasselbe ist 


Diese Gleichung geht für cı = 1 und unter Berücksichtigung des Maßstabes in Gl. (2) 
über. In leicht verständlicher Weise bildet man nun für das Intervall yA(y'=yı' bis 
y = y,) den entsprechenden Ausdruck 


wobei nur zu beachten ist, daß c,' gleich dem Endwert des im ersten Intervall ermittelten 
c' ist, sowie, daß k,' die reduzierte Krümmung im Punkte g bedeutet. Während im ersten 
Intervall y„—=y" war, ist jetzt im 2. Intervall der Schieber F so zu legen, daß y' = y'— yı 
ist. Für die folgenden Bereiche gilt entsprechendes. Die, wie vorstehend beschrieben, 
ermittelten Werte ce’ werden nun unmittelbar in Feld D verzeichnet (gleiche Werte ' in 
Feld B uud D ergeben Schnittpunkte auf der Diagonalen /7/W), der in logarithmischer 
Teilung gefundene c’-Wert wird also in lineare Teilung »entzerrt«. Hält man noch eine 
Kontrolle der c’-Kurve für notwendig, so kann die von Bauersfeld') gefundene Be- 


!, Dies läßt sich sehr bequem mit einem genligend biegsamen Stahllineal bewerkstelligen. 
Wenn a<£a’, so liegen entprechende Konstruktionen nahe. 

») In Abb. 5 ist der Deutlichkeit wegen nur eine Parabel und eine Gerade eingetragen. 

% 2.d. V.d.I. 1912, S. 2046. 
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ziehung benutzt werden, wonach die Subtangenten der c-Kurve sich jeweils verhalten 
wie die Krümmungshalbmesser 0. 
Feld /) dient alsdann der Integration der c'Kurve. Wir bedienen uns hierzu des 


bekannten Seileckverfahrens'). Ein an der Leiste d verschieblicher »Stellwinkel« erlaubt 
y' 


ein bequemes Verzeichnen der Integralkurve V” — [ ce dy als Aufeinanderfolge von 


Parallelen zu den Polstrahlen. (Bei Benutzung eines »Stellwinkels« ist das Verzeichnen 
der Hilfslinien überflüssig). Der Polabstand VZ, ist gleich a’ gemacht und somit gibt 
die Endordinate der Integralkurve unmittelbar den Mittelwert c,„' von c an. Die In- 
tegrationskonstante c, ist somit bestimmt durch | 


Teilt man jetzt die Endordinate der V’’-Kurve in n gleiche Teile und ermittelt die den 
Teilpunkten entsprechenden y-Werte, so ist damit die angestrebte Verbesserung der 
Stromlinien erreicht. 

Der Zeitaufwand ist gegenüber Verfahren 2) auf ein Drittel vermindert. 


4. Näherungsweise Bestimmung der Stromlinien für einen besonderen 
Fall der ebenen Strömung. Für die erste Näherung kann bei einer ebenen 
wirbelfreien Strömung, welche auf einem genügend langen Stücke von zwei Kreisen be- 
grenzt wird, die im folgenden beschriebene Konstruktion verwandt werden, deren Nähe- 
rungscharakter dadurch gegeben ist, daß sie nur für den Fall einer vollständigen Be- 
grenzung durch zwei exzentrische Kreise streng gilt’). 

Es seien — Abb. 6 — 0, und 
0; die Mittelpunkte der beiden Kreise = 
mit den Radien A, und Z#, die Ge- 
rade c die Chordale (Konstruktion an- 
gedeutet), und die »Grund- 
punktee (CP, ist bekanntlich die 
mittlere Proportionale aus C A, und 
CBı oder CA; und CB... Dann er- 
hält man die Schnrittpunkte der Strom- 
linien mit Aı A,, indem man über 


A, A, die Größe log "= log xı — log x; 
72 


aufträgt und deren Ördinaten in —TLı 


gleiche Teile teilt. Der Beweis für 
die Richtigkeit dieser Konstruktion 
folgt aus dem bekannten Ausdruck 
für die vorliegende Stromfunktion °). 
Wie die beschriebene Konstruktion 
einfach mit unserer Rechentafel (Feld 
B und D) auszuführen ist, liegt nahe. 


b) Die Behandlung der quasiebenen wirbelfreien $tationär-Strömung mit 
der Rechentafel. Als solche bezeichnen wir die — praktisch wichtige — Strömung in 
einem Kanal, dessen Breite nicht mehr, wie unter a) angenommen, konstant ist, sondern 
sich ändert, jedoch so, daß stets die Geschwindigkeit in der dritten Dimension vernach- 
lässigbar ist gegenüber den übrigen Geschwindigkeiten. 


1. Das Netz von Strom- und ÖOrthogonallinien folgt der Gesetzmäßigkeit 
Ix 


(11) 
Seine Anwendung ist also praktisch sehr erschwert. 
!) Runge, Graphische Methoden, S. 98. — Hort, Die Differentialgleichungen des Ingenieurs, 
2. Aufl. S 10. 


2) In diesem Falle bilden bekanntlich die Stromlinien ein »hyperbolisches Kreisbüschel«, d. h. 
eine Gesamtheit von Kreisen mit gleicher Potenzachse (Chordale). Die »Punktkreise« des hyperbolischen 
Büschels sind zugleich die »Grundpunkte«, d. h. die gemeinsamen Schnittpunkte eines elliptischen 
Kreisbüschels. Das elliptische Kreisbüschel bildet die Aequipotentiallinien. 

3) ,amb, Lehrbuch der Hydrodynamik, Deutsch von Friedel, Leipzig 1907, $ 64,2. 


5* 
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gebildet, wobei der Anfangswert w, etwa zunächst gleich 1 gewählt wird. 
gültig so zu bestimmen, daß die Kontinuitätsgleichung 

— 
erfüllt ist. Erst nach Einführung des wirklichen w, können die Stromröhren eingeteilt 
werden. 

Die Uebertragung der vorliegenden Rechnung auf das entsprechende quasiebene 
Strombild bietet keine Schwierigkeit. 

Bei der Bestimmurg des Strömungsbildes in einem endlich begrenzten wirklichen 
Kanal einer Kreiselmaschine, ist noch besonders die Einhaltung dez Grenzbedingungen 
am Schaufelaustritt') zu beachten. Auch ist, wie früher ausgeführt, beim Vorhandensein 
von Leitschaufeln oder einer nicht richtig bemessenen Spirale die Relativströmung nicht 
mehr stationär, sondern periodisch stationär. 

Die vorstehenden Rechnungen zur Gewinnung des Strömungsbildes einer Kreisel- 
maschine zu verwerten, sei einer späteren Abhandlung vorbehalten. 541 


wr ist end- 


') Pfleiderer, a. a. O©. S. 85. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin. ') 


4. Stereoskopische Bilder von Kristall- 
gittern. Durch die 1912 von M. v. Laue 
entdeckte Beugung der Röntgenstrahlen in Kri- 
stallen wurde der experimentelle Nachweis da- 
für erbracht, daß in diesen tatsächlich die 
Atome in Raumgittern angeordnet sind, und es 
selang bald, für eine Reihe kristallinischer Sub- 


stanzen die Anordnung der Atome aus den 
Beugungsbildern zahlenmäßig zu bestimmen. 


Der Wunsch, die errechnete nNaumgestaltung 
der Anschauung leicht zugänglich zu machen, 
führte zu folgendem, etwas umständlichen Weg: 
Es wurden aus Draht und Wachskügelchen Ge- 
stelle aufgebaut, in denen die — verschieden 
gefärbten — Kügelchen die einzelnen Atome 
vorstellten; diese materiellen Modelle wurden 
dann  stereoskopisch photographiert?); diese 


h) vergl. Nr. 1 bis 3 in Bd. 2 (1922), S. 306 
bis 317. 

?) Die stereoskopische Photographie beruht be- 
kanntlich auf folgender Tatsache: Wie sehen den- 
selben Gegenstand mit dem rechten Auge anders 
als mit dem linken. Unter Aem >körperlich 
Sehen« eines Gegenstandes — etwa eines Würfels — 
verstehen wir jenen Gesichtseindruck, der dem 
gleichzeitigen Sehen mit dem rechten und linken 
Auge entspricht. Betrachten wir nun mit dem 
rechten Auge ein Bild, das genau so aussieht, wie 
der Würfel für das rechte Auge erscheint, mit 
dem linken Auge eines, gleich dem Eindruck des 
Würfels für das linke Auge, so meinen wir in 
der Tat den Würfel körperlich vor uns zu sehen. 
Hat man also zwei derartige Bilder photographisch 
hergestellt, indem man denselben Gegenstand von 
zwei benachbarten Punkten, dem Abstand der 
beiden Augen entsprechend, aufnimmt, so kann 
man sieh, indem man mit dem rechten Auge allein 
das rechte, mit dem linken Auge das linke Bild 
betrachtet, eine klare räumliche Anschauung des 
Würfels verschaffen. Eben das leistet das zuerst 
von Wheatstone 1834 angegebene. von Brewster 
zum handlichen Apparat ausgestaltete Stereoskop. 


Photographien, durch ein Stereoskop betrachtet, 


gaben den Eindruck des ursprünglichen Mo- 
dells wieder. Das Verfahren hat, abgesehen 


von seiner Kostspieligkeit, u.a. den Nachteil, 
daß auch bei den endgültigen Bildern die dem 
Zusammenhalt des Gestells dienenden Draht- 
stifte zu sehen sind, die mit der Kristallstruktur 
nichts zu tun haben). 


Herr v. Laue gab nun die Anregung, die 
stereoskopischen Bilder nach den aus den 


Beugungsbildern berechneten Angaben unmittel- 
bar, d.h. ohne den Umweg über materielle 
Modelle, zeichnerisch herzustellen. Dies ist 
eine Aufgabe der darstellenden Geometrie, spe- 
ziell der Perspektive, die keine grundsätz- 
lichen, wohl aber einige praktische Schwierig- 
keiten bietet. Verfährt man nach den be- 
kannten Methoden der Perspektive und benutzt 
dabei Zeichenblatt und Geräte üblicher Größe, 


so wird — wegen der großen Entfernung der 
Fluchtpunkte usw. — das eigentliche Bild recht 
klein und die unvermeidlichen Zeichenfehler 


fallen so sehr ins Gewicht, daß die stereo- 
skopische Wirkung gestört wird. Arbeitet man 
andererseits in sehr großem Maßstab, so leidet 
die Genauigkeit wieder an der Unvollkommen- 
heit der Zeichengeräte. Aus diesem Grunde 
wurde in unserem Institut ein kombiniertes 
rechnerisch-zeichnerisches Verfahren entwickelt, 
bei dem fast alle das eigentliche Konstruktions- 
ziel nicht betreffenden, den Raum des Zeichen- 
blattes unnütz ausfüllenden Hilfskonstruktionen 
durch Rechnung ausgeschaltet werden, so daß 
schließlich im wesentlichen nichts anderes als 
die beiden Würfelbilder selbst gezeichnet wer- 
den müssen. In dieser Weise kann man bei 
einer Zeichenblattgröße von rund 45x65 cm 
mit folgenden Annahmen arbeiten: 


3) Vergl. etwa P. Groth »Elemente der phy- 
sikalischen und chemischen Kristallographie«, 
München 1921, mit 25 Stereoskopbildern. 
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+ linken Augpunktes, x, y, 2 die laufenden 
Abstand beider Augen . . .. 325 » Koordinaten, so stellt 

Vorderkante hinter Tafel . . 5000 » 
Oberkante unter Horizont . . 1500 » 
Seitliche Distanz (vgl. Abb. 1) . 950 » die Gleichung eines Sehstrahls dar. Machen 
Winkel 9 der vorderen Würfel- wir die Projektionsebene zur (@z)-Ebene, lassen 
kante gegen die Tafel . . . 609. die y-Richtung nach vorn gehen und legen den 


Koordinatenursprung in die Projektion des lin- 
ken Augpunktes 0, so ist y=0 die Gleichung 
der Projektionsebene und x, =0, = — 1250, 
zo—=0 sind die Koordinaten des linken Aug- 
punktes, somit wird aus (1) 


Da die wirkliche Entfernung der Augen beim 
Menschen etwa 65 mm beträgt, gestattet das so 
erhaltene Bild eine nachträgliche Verkleinerung 
auf ein Fünftel. Wird diese auf photographi- 
schem Wege vorgenommen, so verschwinden 


die Zeichenfehler praktisch und man erhält Bil- & Pr 
der, die, bei Betrach- y„+250 n+250'’ y+250 n+250 
tung im Stereoskop, Schneidet man den Strahl (1’) mit der Pro- 
einwandfrei wirken. jektionsebene y = 0, so ergeben sich die ebenen 

Die Verfolgung der Koordinaten x, z des linken Würfelbildes als 
zentralperspektivischen Funktionen der Würfelkoordinaten &, n, Z: 
Aufgabe ergibt im ein- 3 £ 
fachsten Fall des kubi- 200; (2). 

i n + 250 n + 250 
schen Gitters folgenden 
Reehnungsgang: Sind Um nun die Koordinaten der einzelnen Teil- 


punkte des Gilters zu erhalten, legen wir in 


Cartesischen Koordina- den vorderen oberen Eckpunkt des räum- 
lichen Würfels ein lokales Hilfskoordinaten- 


ten eines Würfelpunk- 
tes, 20 die des system &, n, dessen Richtungen die der drei 


&, £ die räumlichen 
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2. und 3. Erster Weg: Statt Gl. (3) ist zu schreiben 


Die Benutzung der Rechentafel, Feld PR, zur Bildung des Produkts c b ist naheliegend. 
Ein anderer gangbarer Weg ist folgender: 
Wir tragen in Feld D die Breite 5 in Abhängigkeit von y' auf, bilden mit dem 
Pol Z, die Integralkurve 


deren Endwert /, gleich dem später in Gl. (10) einzuführenden Mittelwert von bist. Jetzt 
machen wir b)„=/s zum Polabstand und bilden so die Integralkurve 


0 
deren Endwert /,' gleich ist der Größe «'. 
/ in Funktion von y' wird alsdann als Hilfskurve in Feld (’ verzeichnet, wie in 
Abb. 4 beispielsweise als Kurve 77 X W eingetragen. Die in bekannter Weise in Feld B 
ermittelten c-Werte werden nunmehr in Feld D einem f’-Werte zugeordnet, welcher durch 
den Schnittpunkt der Kurve //X W mit der y'-Abszisse aus Feld B gegeben ist. 


Alsdann wird in Feld D genau wie unter a) die Integration V'—= [« df' durch- 


geführt. Die den Teilpunkten dieser Kurve zugeordneten %y' Werte erhält man wieder 
durch Benutzung der Hilfskurve 7 X W. Die Endordinate der Integralkurve ergibt wieder 
Cm. Dieses zuletzt beschriebene Verfahren hat den Vorzug, daß für den praktisch nicht 
seltenen Fall einer genau oder näherungsweise geradlinigen Aenderung von b=/f(y) 
die zugehörigen Kurven (Parabeln) ein für allemal eingezeichnet werden können. Die 
bı — ba 
bi + ba 
4. Die unter a) gegebene Behandlungsweise läßt sich nicht ohne weiteres auf die 
quasiebene Strömung übertragen. Es ist hier vielmehr nötig, zunächst die Geschwindig- 
keitsverteilung zu beachten. Auf der Orthogonalen A, 4, gilt 


einzeluven Parabeln sind dabei je einem Wert der Größe n —= zugeordnet. 


oder, da x, — xı gleich dem Abstand 7’, P, der Panktkreise ist: 
konst. 
. 
723 
Somit ist y 
x 


Die Anwendung der Rechentafel liegt auf der Hand. Der Längenmaßstab für xı', &.', y’ 


wird wieder so gewählt, daß Aı A, —a sich zu « abbildet, der Ausdruck =, alsdann 
ı 


in Feld B bestimmt und in D integriert. Die Endordinate der Integralkurve wird darauf 
in n gleiehe Teile geteilt und so die zugehörigen y' bzw. y ermittelt. 


c) Bei der wirbelfreien achsensymmetrischen $tationärströmung sind die 
tangentialen und meridionalen Geschwindigkeitskomponenten unabhängig voneinander. 
Die Tangentialkomponente folgt dem Flächensatz; wir werden uns also nur mit der Meridian- 
geschwindigkeit beschäftigen. 

1. Die Kurvenvierecke des Strombildes folgen dem Gesetz 

A x 
Hierbei bedeutet » den Abstand des Kurvenvierecks von der Symmetrieachse. 
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2. bis 4. G]. (1) gilt auch für die Meridiangeschwindigkeit. Die das Volumen an- 
gebende Kontinuitätsgleichung lautet nunmehr 


v=2a[e:ray 
0 


Alle unter b) erläuterten Rechnungen sind also sinngemäß zu übertragen, wenn man nur 
2 ra anstelle von b setzt!). Zweckmäßiger noch kann man 5b durch r ersetzen und den 
Polabstand V Z3= a':2 7 benutzen. Bemerkt sei noch, daß die achsensymmetrische Strömung 
in einem von zwei excentrischen Kreisen begrenzten Rotationshohlraum praktische Bedeutung 
insbesondere für den »Einlauf« in Niederdruckkreiselpumpen hat. 


d) Die stationäre Relativströmung in einem ebenen, senkrecht zur 
Strömungsrichtung mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit » rotierenden 
Kanal. Diese Strömung ist für die Beurteilung von Hochdruckkreiselpumpen von 
Bedeutung; sie ist bekanntlich für den hier ausschließlich zu behandelnden Fall einer 
wirbelfreien Absolutströmung mit dem relativen Kanalwirbel — ® behaftet. 


1. Das Gesetz der Maschenform jeder ebenen Wirbelströmung läßt sich nach 
v. Mises?’) so ausdrücken, daß längs jeder Stromlinie die »spezifische« auf die Flächen- 
einheit bezogene »Formdiiierenz« proportional ist der Wirbelstärke. Als »Form« bezeichnet 


man hierbei die (Größe —=0 als Formdifferenz entsprechend 
Y 
dpa Iy 
und die spezifische Formdiiferenz ist 
day 
Diese ist ein Maß für den Wirbel und es gilt in unserem Fall mit dem Wirbel — o: 


Hierbei bedeutet AV das in einer »Stromröhre« fließende Partialvolumen. Der prak- 
tischen Verwertung dieses (resetzes zur Verbesserung eines zunächst angenommenen 
Strombildes ist sein verwickelter Auibau hinderlich. 


2. Bezeichnen wir mit w die Relativgeschwindigkeit, so gilt?) 


Y 


0 
Hierbei ist | y 
kay 
und ı; ist wiederum die Geschwindigkeit am Anfang der Orthogonale (Randgeschwindigkeit). 


3. Nach früherem ist die Bestimmung des Ausdrucks A in. Feld B unserer 
Rechentafel nabeliegend. Setzen wir, wie vorher 


so werden alsdann in Feld D die Integrale 


y' 
a A +2 
0 


I) Hierbei ist allerdings vom mathematischen Standpunkt aus zu beachten, daß die entsprechen- 
den Rechnungen für die Meridionalströmung streng, für die quasiebene nur näherungsweise 
riehtig sind. 

2) a.a. O0. S. 37. Pfleiderer, a. a. O. S. 85. 

3) Flügel, a. a. O. 8. 19. — Pfleiderer. a. a. O. S. 82. 
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gebildet, wobei der Anfangswert wy etwa zunächst gleich 1 gewählt wird. zw ist end- 
gültig so zu bestimmen, daß die Kontinuitätsgleichung 

erfüllt ist. Erst nach Einführung des wirklichen «;, können die Stromröhren eingeteilt 
werden. 

Die Uebertragung der vorliegenden Rechnung auf das entsprechende quasiebene 
Strombild bietet keine Schwierigkeit. 

Bei der Bestimmurg des Strömungsbildes in einem endlich begrenzten wirklichen 
Kanal einer Kreiselmaschine, ist noch besonders die Einhaltung dez Grenzbedingungen 
am Schaufelaustritt') zu beachten. Auch ist, wie früher ausgeführt, beim Vorhandensein 
von Leitschaufeln oder einer nicht richtig bemessenen Spirale die Relativströmung nicht 
mehr stationär, sondern periodisch stationär. 

Die vorstehenden Rechnungen zur Gewinnung des Strömungsbildes einer Kreisel- 
maschine zu verwerten, sei einer späteren Abhandlung vorbehalten. 541 


') Pfleiderer, a. a. O. 8. 85. 
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Aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin. ') 


4. Stereoskopische Bilder von Kristall- 
gittern. Durch die 1912 von M. v. Laue 
entdeckte Beugung der Röntgenstrahlen in Kri- 
stallen wurde der experimentelle Nachweis da- 
für erbracht, daß in diesen tatsächlich die 
Atome in Raumgittern angeordnet sind, und es 
gelang bald, für eine Reihe kristallinischer Sub- 
stanzen die Anordnung der Atome aus den 
Beugungsbildern zahlenmäßig zu bestimmen. 
Der Wunsch, die errechnete Kaumgestaltung 
der Anschauung leicht zugänglich zu machen, 
führte zu folgendem, etwas umsländlichen Weg: 
Es wurden aus Draht und Wachskügelchen Ge- 


stelle aufgebaut, in denen die — verschieden 
gefärbten — Kügelchen die einzelnen Atome 


vorstellten; diese materiellen Modelle wurden 
dann stereoskopisch photographiert?); diese 


hh vergl. Nr. 1 bis 3 in Bd. 2 (1922), S. 306 
bis 317. 

2?) Die stereoskopische Photographie beruht be- 
kanntlich auf folgender Tatsache: Wie sehen den- 
selben Gegenstand mit dem rechten Auge anders 
als mit dem linken. Unter dem >»körperlich 
Sehen« eines Gegenstandes — etwa eines Würfels — 
verstehen wir jenen Gesichtseindruck, der dem 
gleichzeitigen Sehen mit dem rechten und linken 
Auge entspricht. Betrachten wir nun mit dem 
rechten Auge ein Bild, das genau so aussieht, wie 
der Würfel für das rechte Auge erscheint, mit 
dem linken Auge eines, gleich dem Eindruck des 
Würfels für das linke Auge, so meinen wir in 
der Tat den Würfel körperlich vor uns zu sehen. 
Hat man also zwei derartige Bilder photographisch 
hergestellt, indem man denselben Gegenstand von 
zwei benachbarten Punkten, dem Abstand der 
beiden Augen entsprechend, aufnimmt, so kann 
man sich, indem man mit dem rechten Auge allein 
das rechte, mit dem linken Auge das linke Bild 
betrachtet, eine klare räumliche Anschauung des 
Würfels verschaffen. Eben das leistet das zuerst 
von Wheatstone 1834 angegebene. von Brewster 
zum handlichen Apparat ausgestaltete Stereoskop. 


Photographien, durch ein Stereoskop betrachtet. 
gaben den Eindruck des ursprünglichen Mo- 
dells wieder. Das Verfahren hat, abgesehen 
von seiner Kostspieligkeit, u.a. den Nachteil, 
daß auch bei den endgültigen Bildern die dem 
Zusammenhalt des Gestells dienenden Draht- 
stifte zu sehen sind, die mit der Kristallstruktur 
nichts zu tun haben). 


Herr v. Laue gab nun die Anregung, die 
stereoskopischen Bilder nach den aus den 
Beugungsbildern berechneten Angaben unmittel- 
bar, d.h. ohne den Umweg über materielle 
Modelle, zeichnerisch herzustellen. Dies ist 
eine Aufgabe der darstellenden Geometrie, spe- 
ziell der Perspektive, die keine grundsätz- 
lichen, wohl aber einige praktische Schwierig- 
keiten bietet. Verfährt man nach den be- 
kannten Methoden der Perspektive und benutzt 
dabei Zeichenblatt und Geräte üblicher Größe, 


so wird — wegen der großen Entfernung der 
Fluchtpunkte usw. — das eigentliche Bild recht 


klein und die unvermeidlichen Zeichenfehler 
fallen so sehr ins Gewicht, daß die stereo- 
skopische Wirkung gestört wird. Arbeitet man 
andererseits in sehr großem Maßstab, so leidet 
die Genauigkeit wieder an der Unvollkommen- 
heit der Zeichengeräte Aus diesem Grunde 
wurde in unserem Institut ein kombiniertes 
rechnerisch-zeichnerisches Verfahren entwickelt, 
bei dem fast alle das eigentliche Konstruktions- 
ziel nicht betreffenden, den Raum des Zeichen- 
blattes unnütz ausfüllenden Hilfskonstruktionen 
durch Rechnung ausgeschaltet werden, so daß 
schließlich im wesentlichen nichts anderes als 
die beiden Würfelbilder selbst gezeichnet wer- 
den müssen. In dieser Weise kann man bei 
einer Zeichenblattgröße von rund 45x65 cm 
mit folgenden Annahmen arbeiten: 


3) Vergl. etwa P. Groth »Elemente der phy- 
sikalischen und chemischen Kristallographie«, 
München 1921, mit 25 Stereoskopbildern. 
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Abstand beider Augen . . . 325 » 
Vorderkante hinter Tafel . . 5000 » 
Oberkante unter Horizont . . 1500 » 
Seitliche Distanz (vgl. Abb. 1) . 250 » 
Winkel 9 der vorderen Würfel- 
kante gegen die Tafel . . . 609, 


Da die wirkliche Entfernung der Augen beim 
Menschen etwa 65 mm beträgt, gestattet das so 
erhaltene Bild eine nachträgliche Verkleinerung 
auf ein Fünftel. Wird diese auf photographi- 
schem Wege vorgenommen, so verschwinden 
die Zeichenfehler praktisch und man erhält Bil- 
der, die, bei Betrach- 
tung im Stereoskop, 
einwandfrei wirken. 

Die Verfolgung der 
zentralperspektivischen 
Aufgabe ergibt im ein- 
fachsten Fall des kubi- 
schen Gitters folgenden 
Reehnungsgang: Sind 
& n, £ die räumlichen 
Cartesischen Koordina- 
ten eines Würfelpunk- 
tes, 20, Yo, ?o die des 


linken Augpunktes, z, y, 2 die laufenden 
Koordinaten, so stellt 


—— 
n— yo Y-yo n —%o 


die Gleichung eines Sehstrahls dar. Machen 
wir die Projektionsebene zur (@z)-Ebene, lassen 
die y-Richtung nach vorn gehen und legen den 
Koordinatenursprung in die Projektion des lin- 
ken Augpunktes o, so ist 7-0 die Gleichung 
der Projektionsebene und x, = — 1250, 
zo=0 sind die Koordinaten des linken Aug- 
punktes, somit wird aus (1) 

„+250 n+250'° y+250 n+ 250 
Schneidet man den Strahl (1’) mit der Pro- 

jektionsebene y=0, so ergeben sich die ebenen 
Koordinaten x, z des linken Würfelbildes als 
y 


Funktionen der Würfelkoordinaten &, n, 2: 


n + 250 


n + 250 

Um nun die Koordinaten der einzelnen Teil- 
punkte des Gilters zu erhalten, legen wir in 
den vorderen oberen Eckpunkt des räum- 
lichen Würfels ein lokales Hilfskoordinaten- 


250 (2). 


system &, n, Z, dessen Richtungen die der drei 
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von diesem Punkte ausgehenden Würfelkanten 
sind. Dann ist, wenn a -- 750 mm, n = Anzahl 
der Teilungspunkte, 
a a a 
n n n 


Führt man schließlich wegen der gedrehten 
Stellung des Würfels ein &,n’ %-System ein, so 
daß die Z-Achse mit der [L-Achse überein- 
&’,n’-System aber gegen das &,n- 


stimmt, das € 
600 gedreht ist, so gilt 


System um 
'— Ecosg tnsing; ) 
[= — 600 
Den Zusammenhang zwischen dem ursprüng- 
lichen &,n, £-System und diesem &,n’, %-Sy- 
stem geben jetzt die Formeln: (vgl. die Zahlen- 
angaben S. 71) 
E 162,5 + 250 + n = 5000 (5) 
= 1500 + 
wobei die &,n’,G aus (4) und (3) sich er- 
geben. Setzt man schließlich &,n,& aus (5) in 
(2) ein, so erhält man, wenn man statt x und 
z besser nr, zı schreibt, um anzudeuten, daß 
dies die Koordinaten des linken Würfelbildes 
sind, die endgültigen Formeln (vgl. Abb. 2): 
750 mm; 
2n+l (1). 
 — ım 


Dies bezieht sich auf das linke Würfelbild: 
wären wir ebenso für das rechte vorgegangen, 
d.h. hätten das &,n, C-System in die Projek- 
tion o, des rechten Augpunktes gelest, so wäre 
bloß in (5) &: 162,5 250 -- 2° statt wie dort 
E + 162,5-4+ 2504-8’ zu setzen gewesen, dies 
ergibt im Zähler von (1,) statt der Zahl 5°5 die 
Zahl 11/,. Ferner tritt, wenn wir die Schluß- 
formeln für beide Würfelbilder mit o, als An- 
fangspunkt des Koordinalensystems ausspre- 
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chen, in den Formeln für das rechte Bild 

noch der Summand 325 mm dazu, so daß: 
1'on+5G—kl 3) 

— = 750 + 325 mm; 
(N. 


Der in Abb. 2 hervorgehobene Punkt p — 
das linke Bild der vorderen oberen Würfel- 
ecke — entspricht den Werten i=k=1-0; es 
ergibt sich mm.  Spe- 
ziell erhält man auf Kanten liegende Gitter- 
punkte, wenn man zweien der Zahlen i,k,T die 
Werte 0 oder n gibt, während die dritte einen 
beliebigen Wert zwischen 0 und n — diese 
einschließlich durchläuft. 

Man kann nun leicht die beiden Würfel- 
bilder — zunächst ohne Gitterteilung — zeich- 
nen, sowie die Punkte 0, und 0, Bei Durch- 
führung der Zeichnung wurden die aus (1) 
folgenden in Abb. 2a ersichtlichen Abmessun- 
gen verwendet. Die Unterteilung auf den 
einzelnen Kanten und somit die Einzeichnung 
des Gitters erfolgt sodann konstruktiv und 
zwar so: Die vertikalen (/) Kanten werden ein- 
fach in n gleiche Teile geteilt, denn auf ihnen 
findet (vgl. Abb. 1) zufolge der aufrechten Lage 
des Würfels keine Verkürzung stalt, wie das 
ja auch Formel (l,) zeigt. Um sodann etwa auf 
der (vgl. Abb. 2) vom Punkte p ((=k=1!1=0) 
nach rechts oben gehenden (ti) Kante eine Tei- 
lung anzubringen, zieht man erstens durch p 
eine Parallele zur Horizontalen 0: 0, zweitens 
verbindet man o; mit dem Anfangspunkt p und 
Endpunkt q dieser Kante durch zwei Gerade, 
die auf der Parallelen das Stück (pr) anschnei- 
den; dieses teilt man in n gleiche Teile und 
projiziert diese aus o, auf die zu teilende Kante 
Ebenso unterteilt man jede andere 
oder (k) Kante. Bei der Unterteilung am rech- 
ten Würfelbild ist in gleicher Weise der Punkt 
0, zu verwenden. Als Kentrolle wurden die 
auf dem geschilderten Weg durch Zeichnung 
auffindbaren »Halbierungspunkte« (vgl. Abb. 2) 
für die oberen Kanten beider Bilder auch noch 
berechnet. Die Halbierungspunkte auf den 
unteren Kanten ergeben sich dann wieder 
durch vertikale Parallele. Wollte man, um an 


| 


| | 
| | 
| 
# | 
> 
4 
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Raum des Zeichenblattes zu sparen, auch die 
Punkte 0; und o, einzuzeichnen vermeiden, so 
müßte man alle Unterleilungspunkte auf den (Ü) 
und (k) Kanten rechnen. Doch entspricht es 
der Form gebräuchlicher Zeichenblätter, daß, 
sobald die beiden Würfelbilder der Breite x 
noch Platz finden, auch in der z Dimension 
für die Augpunktprojektionen 0; und o, kein 
Hindernis besteht. 

Die nach diesem kombinierten Verfahren ge- 
zeichneten Würfelbilder von den Kantengrößen 
8 bis 15cm ergaben nun, photographiert und 
verkleinert, bei Betrachtung durch das Stereo- 
skop den erwünschten körperlichen Eindruck 
(Abb. 3). Es wurden hiernach in unserem 
Institut von Herrn E. George die Gitter für 
sechs Grundformen berechnet und von Fräulein 
E. Verständig 24 Zeichnungen hierzu ausge- 
führt, wobei in die ein für allemal entworfenen 
Gittertypen die Anordnungen, die einem be- 
stimmten Kristall entsprechen, eingezeichnet 
wurden. Eine Reproduktion der Zeichnungen 
in der für die Betrachtung von Stereoskop- 
bildern geeigneten Größe mit einem physika- 
lisch erläuternden Text von Fräulein Dr. C. 
v. Simson erscheint demnächst im Verlage 
von J. Springer, Berlin t). 

Abb. 4 zeigt als einfaches Beispiel die ste- 
reoskopischen Bilder eines »raumzentrierten« 
kubischen Gitters (bei dem außer den Eck- 
punkten der Würfel auch die körperlichen 
Mittelpunkte der einzelnen Würfel Atome tra- 
gen), bestehend aus vier aneinandergereihten 
Würfeln, deren körperliche Mittelpunkte je 
mit den acht entsprechenden Würfelecken ver- 
bunden sind. 

Berlin, im Dezember 1925. 
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5, Formänderung eines axial gedrückten 
dünnen Stabes. Die klassische, von Euler 
herrührende Theorie des durch eine axiale 
Druckkraft beanspruchten Stabes liefert be- 
kanntlich nur diejenigen Werte dieser letzteren, 


Stereoskopbilder von Kristallgittern, her- 
“asgegeben von M. v. Laue und R. v. Mises, 
1. Heft, bearbeitet von Frl. Dr. C. v. Simson 
und Frl. E. Verständig. 


N 


Kleine Mitteilungen 73 


bei welchen sich die Zahl der 
möglichen  Gleichgewichtslagen 
ändert, sie liefert dagegen keine 
Methode zur Berechnung des Zu- 
sammenhanges zwischen der 
Druckkraft und den Durchbie- 
gungen, wenn die Belastung eine 
zentrische ist. Der Grund für 
das Versagen der klassischen 
Theorie ist der, daß man im 
Ausdruck für den Krümmungs- 
radius der elastischen Linie, 
den Zähler 
unter Vernachlässigung unend- 
lich kleiner Größen 2. Ordnung 
— unter Voraussetzung kleiner 
Ausschläge und entsprechend 
kleiner Winkel — durch 1 er- 
setzt und einfach p = 1:y’’ schreibt. Die ge- 
naue Theorie, die auf elliptische Funktionen 
führt, ist mehrfach behandelt worden, am aus- 
führlichsten durch L. Saalschütz!). Eine 
für die Praxis ausreichende Annäherung gibt 
die ganz elementar abgeleitete Formel von 
v. Mises?). Im folgenden soll das Resultat, 
zu dem die sehr umständliche Untersuchung 
von Saalschütz führt, in einer übersicht- 
lichen Form (vgl haupt- 


sächlich Abb. 3) darge- Y, 
stellt werden. Das Ziel PR 
dieser Mitteilung ist p= 


dabei weniger auf eine 
unmittelbare praktische 
Anwendung gerichtet, 
als auf die Aufklärung 
der Deformations -Ver- 
hältnisse, wie sie etwa 
an sehr dünnen Stäben 
(Drähten) verwirklicht 
werden können. 

Mit den Bezeichnun- 
gen der Abb. 1 gelangt 
man, wenn man a?= 
P: EJ setzt, worin E 
der Youngsche Elasti- 
zitätsmodul und J das 
äquatoriale Trägheits- 
moment des Stabquer- 
schnitts sind, nach 
Saalschütz zu den 
Formeln: 


an? (9. — E(9, 2) 


:.... (2), 


wobei 


E($,») [as yı — sin? $sin?g, 
0 


I) L. Saalschütz, Der belastete Stab unter 
Einwirkung einer seitlichen Kraft. Leipzig 1880. 
3) v. Mises, diese Zeitschr. 4 (1924), S. 435. 
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F (9,0) = IK 
sin? $ sin? 2 


während die Größen 9, und $ den Gleichungen 
(3), 


F(9, 


genügen. Die Gleichungen (1) bis (4) ergeben 
nun folgendes Bild. Nach (3) ist entweder 
A. sin$—=0 oder B. sin 

A. Mit sin#®—0 wird nach Gl. (2) y, 
ferner wird E(aresin 
und daraus folgt nach (1) und (4) x, = 1, d.h. 
sin kennzeichnet die geradlinige Gleich- 
gewichtsform. Da dieses Resultat unabhängig 
ist von der Kraft P, so ist diese Gleichgewichts- 
lage bei jeder Belastung möglich. 

B. Mit sn, =0, =—nn (n=0, 1, 2, 
3,...) gehen die Gleichungen (1), (2) und (4) 
über in 


rı 


az =2(?n-+]1) 
. (5), 
—(2n-+1) 


ay=?2sin® 


Der kleinste Wert, den F (5. 2) anzunehmen 


vermag, ist und zwar gilt dies für F==0, 


womit wir auf die bereits besprochene Gleich- 
sewichtslage A. kommen. Gekrümmte Linien 
ergeben sich für #+0. Der Rechnungsgang 
ist dann der folgende: Man bestimme aus 
a —= P:EJ den Wert von a, dann aus Gl. (7) 
den Wert von 9 fürın=$0, 1, 2,... (das 
größte mögliche n ergibt sich aus dieser Glei- 
chung von selbst, da die Funktion F, wie er- 
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wähnt, nicht unter sinken kann) unter 


Zuhilfenahme der Tabellen über elliptische 
Normalintegrale!); hierauf ergeben sich mit a 
und $ auch die Werte von x, und y, nach 
den Gleichungen (5) und (6). Will man die 
elastische Linie konstruieren, so benutze man 
die Parameterdarstellung 


+2n (8), 
ay=2 sin d[(— 1)"— cosp]| .. (9), 


indem man hierin 9 von (— nn) bis — wachsen 


läßt, wodurch man die Koordinaten beliebig 

vieler Punkte der elastischen Linie erhält. Sie 

hat n Wendepunkte, wie man aus Gl. (9) mit 
2 

day (7 


= ) schließt, und besteht aus 
dx 


2n--1 kongruenten Teilen, Abb. 2; denn die 
Normalintegrale E und F zeigen in den Punk- 


.., ebenso wie 


cosp, einen in bezug auf diese Punkte sym- 
metrischen Verlauf. Diese »Einheitsteile« er- 
leichtern wesentlich die Uebersicht über die 
Mannigfaltigkeit der in (8) und (9) enthaltenen 
Kurvenformen. Bei festgehaltenen 7 und $ sind 
sie bei verschiedenen 9,- bzw. n-Werten ein- 
ander ähnlich, denn nach Gl. (7) ist hierfür 
a = konst. (2n—-1); die Gleichungen des Ein- 
heitsteiles sind aber die Gleichungen (8) und 
(9) für n=0. Hierbei sind also die Dimen- 
sionen der Einheitsteile der Zahl 2rn--1 um- 
gekehrt, die Kräfte. dagegen der Zahl (2n--1)? 
direkt proportional. 

Diese letzteren Resultate sind bei der Kon- 
struktion des stark ausgezogenen Teiles des 
Schaubildes, Abb. 3, mitbenutzt worden, wel- 
ches die Durchbiegung y, des belasteten Stab- 
endes als Funktion der Last bzw. der dazu 
proportionalen Größe a?12 darstellt. Die Kurve 
besteht aus der Abszissenachse und unendlich 
vielen getrennten Aesten, von denen jeder einem 
bestimmten Wert der oben definierten Zahl 
n=(0, 1, 2... entspricht. Die höheren Aeste 
der Abb. 3 ergeben sich aus dem ersten, indem 
die Abszissen mit (2n —- 1)? multipliziert, die 
Ordinaten durch 2n —- 1 dividiert werden. Alle 
Aeste nähern sich nach Gl. (6) asymptotisch 
sehr langsam der Abszissenachse. Aus der Art 


des Verlaufes der Funktion F (3, —) folgt mit 


Rücksicht auf die Gleichungen (6) und (7), daß 
sich zwei zu verschiedenen n-Werten gehörige 
Aeste niemals schneiden können; denn dies 
würde bedeuten, daß bei festgehaltenen a und 


y,, also auch 'sin®, die Funktion F (+7) 


zwei oder mehr verschiedene Werte annehmen 


!) Siehe z. B. E. Jahnke und F. Emde, Funk- 
tionentafeln mit Formeln und Kurven. Leipzig 
1909. 
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Abb. 3, 


könnte. Zu bemerken wäre noch, daß für jede 
Abszisse die Ordinate der Abb. 3 das größte 
im Stab auftretende Biegungsmoment darstellt, 
vgl. hierzu die Abb. 1 und 2. 

Bei manchen technischen Fragen spielt der 
quantitative Zusammenhang zwischen der 
Druckkraft P und der durch diese hervorge- 
rufenen Durchbiegung y, kurz nach Ueber- 
schreitung des ersten Gleichgewichts-Ver- 
zweigungs- (oder kritischen) Punktes eine wich- 
tige Rolle. Solange y, klein bleibt, kann die- 
ser Zusammenhang mit praktisch vollkommen 
genügender Genauigkeit aus der allgemeinen 
Theorie abgeleitet werden, indem man in der 


Reihenentwicklung für y1-—sin? $sin®p nur 
das erste Glied beibehält. So ergibt sich: 


r/2 
P | 
a 
EJ ö Vı — sin? $sin?p 
r/2 
-| (1+ sin? | 
0 


da ja wegen 


EJ 
2—4 23 
Yı == sın 


auch sin & klein ist. Wir erhalten unter Be- 
nutzung der letzteren Gleichung 


P n? 1 P 
BE 
4 (1+ 


in Uebereinstimmung mit dem oben erwähnten, 
elementar abgeleiteten Resultat von v. Mises!). 
Eine naheliegende Frage ist nun die, wie 
die vorstehenden Ergebnisse durch das Vor- 
handensein einer Exzentrizität der Be- 
lastung beeinflußt werden. Zunächst bemerken 
wir, daß sich die elastische Linie nicht ändert, 
wenn wir die Last ?P nicht am Stabende, son- 
dern, wie in Abb.4 angedeutet, an einem 


I) a.a. ©. Gl. (9)’ist mit der vorstehenden iden- 
tisch, wenn dort ! durch 22 ersetzt wird. 


starren und mit dem Stab starr verbundenen 
Normalenstück von der Länge e anbringen. 
Die Länge des Stabteiles von der Einspann- 
stelle bis zum Normalenstück werde mit s 
bezeichnet. Mit den weileren Bezeichnungen 
der Abbildung und unter Benutzung der Glei- 
chungen (6) und (9) für n=0, zu denen noch 
die Gleichungen 


y=y-+ecosa, 
sin = = sin ysin #?) 
hinzutreten, erhält man als Lösung des Pro- 
blems das Gleichungssystem 
2 sin 
ae=- —, 

1 — 2 sin? 9 sin? 

aa—=F(9,Y, ay=2sin$#(1 cosg). 


Hierin sind e und 
s als konstant zu Fr 
betrachten und s mit Fi 
der Länge eines ge- 
wissen anderen Sta- 
bes zu identifizieren, 
während 9 jetzt 
wohlbemerkt keinen 
Parameter darstellt, 
sondern einen dem 
Ende des betrachte- 
ten Stabteiles ent- 
sprechenden Wert 
besitzt. Denkt man 
sich und aus 
den drei Gleichun- 
gen eliminiert, so 
ergibt sich die ge- Z 
suchte Beziehung 
y=f(a?,e). Die Auf- 
lösung des Glei- 
chungssystems er- Abb. 4. 
fordert nur etwas 
Rechenarbeit unter Benutzung der oben be- 
zeichneten Tafeln, ist aber sonst mit keinerlei 
Schwierigkeiten verbunden. Da es sich für 
uns überdies um kleine Werte der Exzentri- 
zität e handelt, so können wir unser Glei- 
chungssystem bedeutend vereinfachen. Für 
e->0 muß entweder sin 4, oder cos g, oder 


2) Siehe Saalschütz, a. a. O., S. 46. 


L 
e=9 
17 
| 
| 
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sowohl sin #, als auch cos g gegen Null 
streben. 
I. Ist sin $=-e sehr klein, so wird unser 
Gleichungssystem 
ae=2:cosg, as=g, ay=2e:(l— cosg). 
Dieses System bezieht sich offenbar auf das 
vorkritische Gebiet. Denn bleibt will- 
kürlich, so daß e und „y von der gleichen 
Größenordnung sind. Die Unbestimmtheit von 


» besagt, daß die Deformation so gering ist 


(s. obige Gleichung für sin), daß sich die 
2 

wirkliche Stablänge s von der ideellen 7 und 

somit auch 9 von im allgemeinen um ein 


Beträchtliches unterscheidet. Durch Elimination 
von € und o erhalten wir 


1 
=e 1), 
as 


worin as laut Obigem von O0 bis © <7 läuft. 


1 
Für lima==0 erhalten wir so 


d 
daß also der Winkel arctg „_ 2 für a=0 gleich 
a 


1 R 
es? wird. 


II. Ist dagegen cosp = 25 sehr klein, so ist 
bis auf Größen 1. Ordnung genau 


4 + 

sin F(9,”) — 26 

cos 2 cos 9 
ay=?2sin $(1— 206) 


e cos?2 gr 


Hierin kennzeichnen die überstrichenen Grö- 
Ben das Vorhandensein einer Exzentrizität zum 
Unterschied von den oben verwendeten ent- 
sprechenden nicht überstrichenen Größen, wäh- 
rund $ als Parameter in beiden Fällen natür- 
lich die gleiche Bedeulung hat. Das Gleichungs- 
system bezieht sich auf das nachkrilische Ge- 
biet von $=0, (gestreckte Lage) bis 

4 2 
modifizierte Teil des Schaubildes y = f(a?) 
des ersten Zweiges der Funktion ergibt sich, 
wenn wir den Punkten des entsprechenden ur- 
sprünglichen (für e=0) eine Verschiebung er- 
teilen, welche. sich mit y=y, + Ay, a=a 
Aa, Aa?) 2aAa durch die Formeln 


2 


v e 1 
8 F($,n/2) cos 


ausdrücken läßt. Für $ ist diese Verschie- 


(Maximalwert von Der 


bung gleich 0, weil hierfür der Winkel zwi- 


schen der Richlung von P und derjenigen von 
e verschwindet. Ueber diese Lage führt unsere 
Untersuchung nicht hinaus. Im außenlieg®dnden 
Gebiet spielt das Vorhandensein einer geringen 
Exzentrizilät keine nennenswerte Rolle; cs 
äußert sich fast nur in einer geringen Ver- 
schiebung der Asymplolte. 

III. Ist endlich sowohl cosp — 25, als auch 
sin$®=e sehr klein, so ist bis auf Größen 
1. Ordnung genau 


ae=40de, — 20, ay=2e(1-2Ö). 


Dieses Gleichungssystem bezieht sich auf die 
unmittelbare Nachbarschaft der  krilischen 
Stelle; denn as und damit auch p unterschei- 


den sich wenig von r- und außerdem ist 7, 


obwohl von der Größenordnung von €, immer 
noch groß gesen e Duch Elimination von € 
und 5 ergibt sich 
4 (a?) 
8 8 

Die unter I und II ermittelten Kurventeile 
werden also durch eine gleichseitige Hyperbel 
verbunden. 

Die stärkste Abweichung des modifizierten 
Kurvenbildes vom ursprünglichen ergibt sich 
naturgemäß in der Nachbarschaft der krilischen 
Stelle, s. Abb. 3, schwach ausgezogen. Im übri- 
gen Verlauf schließt sich die Funktion bei ge- 
ringen Exzentrizitälen und bei dem in der 
Zeichnung gewählten Maßstab dem  ideellen 
Kurvenbild sehr eng an. 

Durch die oben begründete Aehnlichkeits- 
regel in Verbindung mit der Zurückführung 
des exzentrisch belasteten Stabes auf den zen- 
trisch belasteten ist die Frage nach dem Ver- 
halten der Funktion y=f(a?, e) auch für 
höhere Aeste erledigt. Bei der Darstellung ist 
nur zu beachten, daß e der Aehnlichkeitsregel 
zwar nicht gehorcht, aber nur als Propor- 
tionalitätsfaktor vorkommt. In Abb.3 ist die 
Funktion nur für eine größere Exzentrizilät 
zur qualitativen Beurteilung eingetragen. 

I. Malkin. 619 


6. Deutschlands Menschenverluste im 
Weltkriege. Wenn auch viel von dem Verlust 
Menschen gesprochen wird, den Deutschland 
während des Weltkrieges erlitten hat, so wird 
man sich doch in der Regel nicht darüber 
klar, wie dieser Verlust eigentlich zahlenmäßig 
zu definieren ist. Man muß nämlich bei dieser 
Definition außer der erhöhten Sterblichkeit 
auch den Geburtenrückgang infolge des Krieges 
berücksichtigen, und kann daher die Größe des 
Verlustes weder den Verlustlisten entnehmen, 
noch z. B. die Abnahme der Bevölkerungszahl 
während des Krieges damit identifizieren. Eine 
sinngemäße Definition erhält man nur, wenn 
man als den Verlust an Menschen infolge des 
Weltkrieges denjenigen Betrag ansieht, um den 
die Bevölkerungszahl etwa am 31. Dezember 1919 
hinter der Bevölkerungszahl zurückbleibt, die 
unter »normalen Verhältnissen« zu diesem Zeit- 
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de 
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punkt zu erwarten gewesen wäre. Der 31. De- 
zember 1919 ist deshalb als Vergleichstag ge- 
wählt worden, weil sich die unmittelbaren Fol- 
gen des Krieges noch bis in das Jahr 1919 
hinein stark bemerkbar machen. 

Wie immer man den Zeitpunkt, bis zu dem 
die unmittelbaren Kriegswirkungen reichen, 
festlegt, unter allen Umständen kommt die 
Bestimmung des Verlustes wesentlich darauf 
hinaus, irgendwie einen »normalen« Verlauf 
‚der Bevölkerungsziffer anzunehmen, der unter 
»normalen« Verhältnissen in den Jahren 1914 
bis 1919 eingetreten wäre. Eine solche An- 
nahme kann naturgemäß nur darin begründet 
werden, daß man aus dem Verlauf vor dem 
Kriege und nach der Auswirkung der unmitlel- 
baren Kriegsfolgen den hypothetischen »norma- 
len« Verlauf interpoliert. Darüber, in welcher 
Weise zu interpolieren ist, kann man verschie- 
dener Ansicht sein. Der Weg, der hier einge- 
schlagen wurde, ist der, daß nach dem üblichen 
Verfahren der Ausgleichsrechnung die Gebur- 
ten- und Todesfallzahlen in den ungestörten 
Jahren linear bzw. parabolisch ausgeglichen 
und die so gewonnene einfache Gesetzmäßigkeit 
als für die Kriegsjahre gültig angenommen 
wurde. 

Dem »Statistischen Jahrbuch für das Deut- 
shece Reich 1924/25« sind die ersten drei 
Spalten folgender Tabelle entnommen: 


Auf 1000 Einwohner Auf 1000 Einwohner 
Jahr Todes- 
1900 +2 [Geburten | "odes- | 

fälle 

tausgegl. Werte) 
1900 36,8 23,2 37,26 22,59 
01 36,9 21,3 36,63 22,04 
02 36,2 20,6 36,01 21,50 
03 34,9 21,1 35,38 20,98 
04 85,1 20,6 34,76 20,48 
05 34.0 20,8 34,13 20,00 
06 341 19,2 33,50 19.53 
07 33,2 19,0 32,88 19,09 
08 33,0 19,0 32,26 18,66 
09 32,0 18,1 31,63 18,26 
1910 30,7 17,1 31,01 17,87 
11 29,5 18,2 30,38 17,50 
12 29,1 16,4 29,76 17,14 
13 28,3 15,8 29,13 16,81 
14 27.6 19,9 28,51 16,49 
15 21,0 22,0 27,88 16,20 
16 15,7 19,7 27,26 15,92 
17 14,4 21,0 26,63 15,66 
18 14,7 252 26,01 15,412 
19 20,7 16,2 25,39 15,20 
1920 26,7 15,9 24,77 14,99 
21 26,1 | 14,8 24,15 14,81 
22 23,7 15,1 23,52 14,64 
23 21,7 14,6 22,90 14,49 
24 21,1 12,9 22,28 | 14,36 


Offensichtlich ist die Zahl der Geburten in 
den Jahren 1915 bis 1919, die der Todesfälle in 
den Jahren 1914 bis 1918 nicht als normal 


anzusehen, was insbesondere auch die Abb. 1 
erkennen läßt. Man wird also der Ausgleichs- 
rechnung die Werte der Geburten- bzw. Todes- 
zahlen mit Ausnahme der genannten, unnorma- 
len Werte zugrundelesen und die ausgegliche- 
nen Werte für die kritischen Jahre 1914 bis 
1919 bestimmen. Aus dem Unterschied zwi- 
schen diesen berechneten und den tatsächlichen 
Werten für die Jahre 1914 bis 1919 ergibt 
sich der Verlust. 

Die Rechnung ergibt als lineare Ausgleichs- 
funktion (plausibelste Gerade) folgendes Re- 
sultat (e—=0 für 1900): 

Geburten auf je 1000 Einwohner: 
37,245 — 0,6212 x 

Todesfälle auf je 1000 Einwohner: 
21,727 — 0,3370 x. 

Die quadratische Ausgleichung gibt statt 
dessen: 

Geburten: 37,257 — 0,6256 x + 0.000062 x? 

Todesfälle: 22,592 — 0,5838 x 0.000926 

Die Geburten- und Todeszahlen sind in der 
beigefügten Abbildung samt den angegebenen 
Ausgleichsfunktionen dargestellt. Die beiden 
Ausgleichsfunktionen der Geburtenzahlen sind 
nicht merklich voneinander verschieden; die 
Todeszahlen werden dagegen, wie aus der Ab- 
bildung hervorgeht, durch die quadratische 
Funktion besser dargestellt als durch die 
lineare, was sich wohl auch durch statistische 
Betrachtungen (Gaußsches HFehlergesetz) be- 
stätigen ließe. Die aus der quadratischen Aus- 
gleichsfunktion bestimmten Geburten- und Todes- 
zahlen sind in den beiden letzten Spalten der 
oben angegebenen Tabelle enthalten. 


Aus der Zahl der Geburten und Todesfälle 
auf je 1000 Einwohner, wie sie die Ausgleichs- 
funktionen liefern, ergibt sich zunächst durch 
Bilaung der Differenzen der jeweilige Ge- 
burtenüberschuß, z.B. (quadratische Ausglei- 
chung) 

28,51 — 16,49 — 12,02 für 1914, 
27,88 — 16,20 — 11,68 für 1915 usw. 

Auf jedes Tausend der Bevölkerung am 
31. Dezember 1913 wären also bei »normalem« 
Verlaufe 1000 :1,01202 Einwohner am 31. De- 
zember 1914, 1000 1,01202°1,01168 am 31. De- 
zember 1915 usw. vorhanden gewesen. Man er- 
hält so schließlich die Bevölkerungszahl am 
31. Dezember 1919, bezogen auf je 1000 Ein- 
wohner vom 31. Dezember 1913. Um die Ver- 
luste durch die Erhöhung der Sterblichkeit und. 
den Geburtenrückgang getrennt zu erhalten, ist 
hier ausführlicher gerechnet worden. Es sei 
G, die Zahl der Geburten, 7, die der Todes- 
fälle im Jahre (1900 4 x), gerechnet für 1000 
Einwohner. Mit g, bzw. f, dagegen bezeichne 
man die Zahl der Geburten bzw. Todesfälle, 
berechnet für je 1009 Einwohner vom 31. De- 
zember 1913, und mit 5, diejenige Zahl, zu 
welcher jene 1000 Einwohner bis zum 31. De- 
zember (1900 4- x) angewachsen sind. Dann 
ist also 
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Abb. 1, 
Die Summe aller 9, bzw. t, für 2 = 14 bis sowie für den tatsächlichen Verlauf: 
x — 19 gibt die Zahl der Geburten bzw. Todes- —_ 
fälle in den Jahren 1914 bis 1919 auf je 1000 1900| g | r 
Einwohner vom 31. Dezember 1913. 
Bei Benutzung der quadratischen Ausglei- | 
chung erhält man folgende Aufstellung: 1914 | 27,6 19,9 27.6 19,9 | 1007,7 
— 15 21,0 22.0 21,56 22,17 1006,69 
1900 | n | | 16 | 15,7 | 19,7 | 15,80 | 19,83 1002,66 
| 82 17 | 14,4 | 21,0 14.44 | 21,06, 996,04 
| | 18 | 14,7 | 25.2 | 14, 4 25,10 985,58 
| | ı9 | 20,7 | 16,2 | 20.40 | 15,97 990,01 
1914 | 28,51 16,49 | 28,51 | 16,49 | 1012,02 | 
ı5 | 27.88 16,20 | 28.22 16,39 | 1023,85 | 114,04 |124,08 
16 | 27,26 | 15,92 27.91 | 16,30 | 1035,46 Durch Vergleich der dritten Zahlentafel mit 
17 1 26,63 15,66 | 27,57 | 16,22 | 1046,81 den beiden ersten gewinnt man folgendes Re- 
18 | 26,01 15,42 | 27,22 | 16,14 | 1057,89 sultat: Auf je 1000 Einwohner vom 31. Dezem- 
19 | 25,39 | 15,20 26,85 16.08 1068.66 ber 1913 entfielen in den Jahren 1914 bis 1919 
| 166,28 | 97,62 Geburten: 114,04 
Todesfälle: 124,03. 

Bei »normalem« Verlaufe hätte man statt 
ARHBIR h “a halt man bei Benutzung deı dessen zu erwarten gehabt (die erste Zahl be- 
linearen Ausgleichung zieht sich auf die quadratische, die zweite auf 

die lineare Ausgleichung): 
1900 G T t | . Geburten: 166,28 bzw. 166,13 
+2 Todesfälle: 97,62 bzw. 99,66. 
| | | | Es ist also zu verzeichnen ein 
1914 [28,51 17.01. 28,51 | 17,01 | 1011.50 Geburtenausfall von bzw. 52,1 0/00 
15 1 27.88 16.67 28.20, 16,86 | 1022,84 Totenüberschuß von 26,4 bzw. 24,4 
16 | 27,26 16.33 | 27,88 | 16,70 | 1034,02 also ein 
17 | 26.63 16,00 | 27.54 16,54 | 1045,02 Gesamtverlust von 78,6 bzw. 76,5 0/o0- 
18 [ 26,01 | 15,66 | 27,19 | 16,87 | 1055,84 Der geringe Unterschied zwischen den Re- 
19 | 25,39 15,32 26.81 16,18 1066,47 sultaten bei Benutzung der linearen bzw. qua- 
166.13 | 99.66 dratischen Ausgleichung kann als ein Anhalts 
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punkt dafür angesehen werden, daß eine Er- 
höhung des Grades der Ausgleichung keine we- 
sentliche Aenderung mehr herbeiführen dürfte. 
Will man absolute Zahlen für die Verluste, so 
muß man die angegebenen Zahlen mit der Bevöl- 
kerungszahl vom 31. Dezember 1913 multiplizie- 
ren. Diese ergibt sich aus dem Volkszählungs- 
ergebnis vom 1. Dezember 1910 (64,9 Millionen 
laut »Statistisches Jahrbuch«) in der oben ge- 
schilderten Weise mit Hilfe des Geburtenüber- 
schusses im Dezember 1910 sowie in den 
Jahren 1911, 1912, 1913 zu 67,4 Millionen. Man 
erhält dann für die Verluste folgende Zahlen: 
Geburtenausfall: 3,52 Mill. bzw. 3,51 Mill. 
Totenüberschuß: 1.78 Mill. bzw. 1,64 Mill. 
Gesamtverlust: 5,30 Mill. bzw. 5,16 Mill. 
Diese Zahlen geben natürlich den Verlust 
innerhalb der Bevölkerung des Reichsgebietes 
von 1913. Da die von uns benutzten Angaben 
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des »Statistischen Jahrbuchs« über die Zahl 
der Geburten und Todesfälle sich jeweils auf 
das augenblickliche Gebiet des Deutschen Rei- 
ches beziehen, so ist in unserer Rechnung die 
Voraussetzung eingeschlossen, daß die Geburten- 
und Todeszahlen in den abgetretenen Gebieten 
annähernd dem Durchschnitt des Reiches ent- 
sprachen. Eine erhebliche Fehlerquelle kanır 
diese Annahme nicht mit sich bringen, da der 
Einfluß der abgetretenen Gebiete auf die be- 
rechnete Ausgleichslinie und auf die Beobach- 
tungswerte der kritischen Jahre nicht sehr 
bedeutend sein kann. 

Zu beachten ist noch, daß die Verlustzaht 
5,30 bzw. 5,16 Millionen für Ende 1919 gilt. 
Für den Verlust zu einem späteren Termin 
muß noch die Vermehrungsquote der Bevölke- 
rung in Rechnung gestellt werden. 

E. George. 624 
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(Die hier angezeigten Bücher sind durch die Sortiment-Abteilung des VDI-Verlages, 
Berlin SW 19, Beuthstraße 7, zu beziehen.) 


Jr. ©. B. BIEZENO, Professor, und Dr. 
J. M. BURGERS, Professor. Proceedings 
of the first International Congress 
for applied Mechanics, Delft, 1924. 
J. Waltman jr., Delft 1925. 4608. Preis geb. 
22,50 holl. Fl. 

In einem stattlichen Quartband, der den 
Wortlaut der meisten Vorträge und ausführ- 
liche Auszüge der übrigen enthält, liegen seit 
kurzem die Ergebnisse des ersten internationa- 
len Kongresses für angewandte Mechanik in 
Delft gesammelt vor. Wer nicht selbst an den 
Verhandlungen teilnehmen konnte, wird durch 
den von dem Präsidenten des Kongresses Prof. 
Biezeno und seinem unermüdlichen Gehilfen 
Prof. Burgers in vortrefflicher Weise heraus- 
gegebenen Bericht ein erschöpfendes Bild von 
dem wissenschaftlichen Ertrag des Kongresses 
erhalten. 

Ein Verzeichnis der im Plenum und in den 
einzelnen Sektionen gehaltenen Vorträge ist in 
dieser Zeitschrift schon gegeben worden). Auf 
den Inhalt einzelner auch nur auszugsweise 
einzugehen, ist hier nicht möglich. Es sei nur 
bemerkt, daß die Herausgeber es sich haben 
angelegen sein lassen, nicht nur die wichtig- 
sten Diskussionsbemerkungen anzuführen, son- 
dern auch an vielen Stellen durch eigene An- 
merkungen aufklärend und ausgleichend zu 
wirken. Besonders hervorzuheben ist noch die 
vorzügliche Ausstattung des Buches mit in den 
Text gedruckten Zeichnungen und 45 auto- 
tvpierten Tafeln, die für das Verständnis des 
Inhalts der vielfach von Lichtbildern begleiteten 
Vorträge von unschätzbarem Werte sind. 

Das große Verdienst, das unsere holländi- 
schen Fachkollegen sich durch die Veranstal- 
tung des ersten internationalen Kongresses er- 
worben haben, ist am Schlusse der Verhand- 
lungen in einer im Vorwort des Berichtes ab- 


I) Diese Zeitschr. 4 (1924), S. 272 bis 276. 


gedruckten Ansprache, die der Referent im 
Namen der Kongreßteilnehmer halten durfte, 


gewürdigt worden. Durch die Herausgabe des. 


Verhandlungsberichtes haben die Herren Bie- 

zeno und Burgers ihr Werk in vortreff- 

licher Weise abgeschlossen und gekrönt. 
Mises. 638 


Dr. GEORG GEHLHOFF, Direktor der 
Osram G.m.b. H. Kommanditges., Berlin, a.0, 
Professor an der Technischen Hochschule Ber- 
lin, Lehrbuch der Technischen Phy- 
sik für fortgeschrittene Studenten 
und Ingenieure. Unter Mitwirkung zahl- 
reicher Fachgelehrter herausgegeben. Erster 
Band: Maße und Messen, Mechanik, Akustik 
und Thermodynamik. Mit 218 Abbildungen im 
Text. Verlag von Johann Ambrosius Barth, 
Leipzig 1924. XIII -1-386 S. 

In einer Reihe von Bänden, von denen der 
erste hier vorliegt, will der Herausgeber einen 
Ueberblick über das Gesamtgebiel der in den 
letzten Jahren so vielseitig entwickelten techni- 
schen Physik geben. In diesem ersten Bande ge- 
richtet zunächst G. Berndt über die heutigen 
in der Technik verwendeten Meßmelhoden. Hier- 
auf folgt ein rund 100 Seiten starker Abriß der 
Mechanik von L. Hopf und Th. v. Kärmän. 
In diesem tritt naturgemäß die physikalische 
Seite der technischen Mechanik in den Vorder- 
grund, mathematische Ausführungen werden 
nur in beschränktem Maße g.geben. Offenbar 
bestand die Absicht, über alle Fragen, die zur- 
zeit in der technischen Mechanik aktuell sind, 
wenigstens elwas zu sagen. Daß dies bei dem 
knappen Raum nur auf Kosten der Gründlich- 
keit und Genauigkeit möglich war, ist selbstver- 
ständlich. — Sehr zu begrüßen ist der Bericht 
über technische Akustik von Hanemann 
und Hecht, da über dieses Gebiet nur wenig 
zusammenfassende  Literalur vorliegt. W. 
Meißner behandelt die Hauptgebiete der 
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Wärmelehre und G. Flügel gibt eine Ueber- 
sicht über die Lehre von den Kraftmaschinen 
und ihre Umkehrungen. Der Band schließt mit 
zwei kürzeren Aufsätzen von Altenkirch, 
über Kältetechnik und von R. Becker über 
Explosionsvorgänge. Alle Artikel sind so ge- 
laßt, daß sie Studierenden oder Absolventen der 
technischen Hochschulen ohne besondere ma- 
thematische Vorbereitung zugänglich sind. 

Das gesamte Unternehmen ist sicher auf das 
Wärmste zu begrüßen, da es im Gegensatz zu 
so vielen anderen erscheinenden oder geplanten 
Sammelwerken doch etwas Neues bietet und 
einem tatsächlichen Bedürfnis entgegenkommt. 
Wenn man auch mit manchen Ausführungen 
im Einzelnen nicht einverstanden sein mag, so 
kann man doch mit Sicherheit erwarten, daß 
das Buch bei wiederholten Auflagen eine voll 
befriedigende‘ Form gewinnen wird. 

Mises. 597 


THEODOR PÖSCHL, Dr.-Ing, o. ö. Pro- 
fessor an der deutschen Technischen Hoch- 
schule in Prag. Lehrbuch der Hydrau- 
lik für Ingenieure und Physiker. Zum 
(rebrauche bei Vorlesungen und zum Selbst- 
studium. Mit 148 Abb. Verlag von Julius Sprin- 
ger, Berlin 1924. 8 -+- 1928. Preis brosch. 
8.40 M. 

Seinem »Lehrbuch der technischen Mecha- 
nik« läßt der Verf. jetzt einen kurzen Ab- 
riß der IHlydraulik folgen, der die üblichen 
Aufgaben der technischen Hydromechanik in 
einer Weise zu behandeln sucht, die mit den 
Grundsätzen der allgemeinen Mechanik nicht 
in Kollision gerät. Nach einer Einleitung, 
in der einige Fragen der Hydrostatik erörtert 
werden, beginnt der Verf. mit einer Darstel- 
lung der Stromfadentheorie, mit der er auch, 
in der bekannten einfachen Weise der älte- 
ren Hydrauliker, das Ausfluß- und Ueberfall- 
problem erledigt. Es kommt dabei, wie man 
weiß, im wesentlichen auf die Zusammenstel- 
lung von empirischen Daten hinaus, die in 
dem vorliegenden Buch mit etwas mehr Kritik 
durchgeführt wird, als es in der Regel sonst 
geschieht. Nicht recht befriedigend ist die 
(regenüberstellung der Kapitel III und IV, in 
denen zuerst von den »Kräften von bewegten 
Flüssigkeiten auf ihre Führungen« und dann 
im Gegensalz dazu vom »Strahldruck« gehan- 
delt wird. Bei der Lektüre des Abschnitts 
über »Stoß- oder Mischverluste«x fühlt man 
sich ein wenig in die Zeiten Weisbachs 
zurückverselzt. Die darauflolgende kurze Er- 
klärung der Begriffe laminare und turbulente 
Strömung, die bis zu einer Wiedergabe des 
Kärmän-Prandtlschen Gesetzes der Ge- 
schwindigkeitsverteilung führt, sucht diesem 
Eindruck e:was entgegenzuwirken. Doch hin- 
dern alle Erkenntnisse über Dimensions- und 
Aehnlichkeitsverhältnisse den Verf. nicht, in 
den Abschnilten über die Strömung in Rohr- 
leitungen und Kanälen die ältesten und längst 
überholten Widerstandsformeln anzuführen, un- 
ter denen selbst die berüchligte von Gan- 
guillet und Kulter nicht fehlt. Moderne 
Versuchsergebnisse werden bei der Darstellung 
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des Widerstands von Körpern in Flüssigkeiten 
und bei der kurzen Besprechung von Trag- 
flügeln und Luftschrauben benutzt. Mehr an- 
hangsweise wird etwas über das zweidimen- 
sionale Strömungsproblem und schließlich 
auch elwas über die Gasgesetze gebracht. 

Man erkennt aus dieser Inhaltsangabe, daß 
der Verf. ständig bemüht war, einen goldenen 
Mittelweg einzuhalten zwischen dem, was man 
gewohnheilsgemäß sich unter dem Namen »Hy- 
draulik« vorzustellen pflegt und dem, was als 
eine ra!ionelle Mechanik der wirklichen Flüs- 
sigkeilsbewegungen auch ihm selbst gewiß wün- 
schenswerler erschienen ist. Sicher kann man 
sagen, daß das Buch die Schwierigkeiten, die 
dieser Zwiespalt bietet, so gut dies über- 
haupt möglich ist, überwunden hat. Unter 
den heule zur Verfügung stehenden Lehr- 
büchern der Hydraulik wird man das Pöschl- 
sche zu den brauchbarsten zählen dürfen. 

Mises. 545 


Dr.-Ing. JOHANNES GASTERSTÄDT 
Dessau. Die experimentelle Untersu- 
chung des pneumatischen Fördervor 
ganges. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete 
des Ingenieurwesens. Herausgegeben vom Ver- 
ein deutscher Ingenieure. Heft 265. VDI Ver- 
lag G.m.b.H. Berlin 1924. 76. 


Ueber pneumatische Förderung kann man 
in der Literatur nur wen'g finden, das geeignet 
wäre, einen tieferen Einblick in die dabei ent- 
stehenden Vorgänge zu gewähren, was für die 
Weiterentwicklung die erste Bedingung bildet. 
Auch  Veröffentlichungen einwandfreier Ver- 
suche fehlten bisher, da sie an ausgeführten 
Anlagen nur sehr schwer durchführbar sind, 
und weil selbst die allgemeinen Erfahrungen 
an solchen von den ausführenden Firmen 
kaum preisgegeben werden können. Nun hatle 
die Firma Gebr. Seck der Hochschule in 
Dresden in dankenswerter Weise eine vollstän- 
dige pneumalische Förderanlage zur Verfügung 
gestellt, an der solche Versuche durch den 
Verfasser der Forschungsarbeit vorgenommen 
werden konnten. Die Ziele der Untersuchun- 
gen waren die Bestimmung des Druckabfalles 
der Förderluft bei verschiedenen Mischungs- 
verhältnissen zwischen Fördergut und Luft, 
verschiedenen Luftgeschwind'gkeiten und ferner 
die Ermittlung der kleinsten zulässigen Luft- 
geschwindigkeit, sodann die Untersuchung der 
Bewegung einer einzelnen Kugel und des gan- 
zen HNördergutes bei verschiedenen Verhält- 
nissen in dem Sinne, daß sowohl die Relativ- 
geschwindigke t zwischen Luft und Fördergut, 
als auch die Verteilung desselben und der 
Geschwindigke t über den Querschnitt ermittelt 
wurde. 

Die theoreiischen Grundlagen für die Ver- 
suche sind teilweise nicht gerade besonders 
elegant und klar dargestellt und hätten sich 
stellenweise besser auf bekannte Untersuchun- 
gen beziehen sollen. Hingegen sind die Meß- 
methoden sehr geistvoll entworfen und sehr 
sorgfältig durchgeführt und beurteilt worden, 
so daß die umfangreiche Arbeit sehr verläß- 
liche und auch praktisch wertvolle Ergebnisse 
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aulweist, die vielfach auch allgemeineres wis 
senschaftliches Interesse beanspruchen.  Viel- 
leicht wäre es nich! aussichtslos, eine gewisse 
Uebereinstimmung mit dem Verhalten von Sink- 
stoffen und Geschiebe in Flußläufen aufzu- 
linden. 

Als Anhang hat E. Trelftz eine theorelische 
Belrachtung über die Beziehung zwischen Lult- 
und Materialgeschwindigkeit angeschlossen und 
endlich folgt eine sehr interessante Unter- 
suchung über die Grenze der Verwendbarkeit 
des Jakobschen Rohres, die die Geschwindig- 
keilsverleilung im Rohrquerschnitt berücksich- 


lig!. Da die auffallenden Unstimmigkeiten noch: 


nicht behoben sind, werden von der Phvsikali- 
schen Reichsanstalt Versuche in größerem Mab- 
stabe geplant. k. Körner. 590 


CONRAD MATSCHOSS, Das Deutsche 
Museum. Im Auftrage des Vereines deut- 
scher Ingenieure unter Mitwirkung hervor- 
ragender Vertreter der Technik und Nalur- 
wissenschaften bearbeitet von Conrad Mal- 
schoß.  Vdl-Verlag G. m.b. I., Berlin SW 19. 
Oldenbourg, München 1925. 7 364 S, 
Preis 20 M, 

Zur Eröffnung des Neubaus des Deulschen 
Museums in München hat der Verein deutscher 
Ingenieure eine nach Form und Inhalt ausge- 
zeichnele Denkschrift herausgegeben. Der 
große, mehrere hundert Seiten, ein Porträt von 
OÖ. v, Miller und zahlreiche Abbildungen 
umfassende Band enthält Beiträge der hervor- 
vagendsten Fachleute über die einzelnen Abtei- 
Jungen der Sammlung. Finsterwalder be- 
richtet über Luftschiffahrt, W. v. Dvek über 
die Abteilung Mathematik, W. Wien über Phy- 
sik, Willstätter über Chemie usf. Wer sich 
einen kurzen WUeberblick über die reichen 
Schätze des Deulschen Museums verschaffen, 
vor allem aber auch über Sinn und Geist, der 
den Sammlungen zugrunde liegt, unterrichten 
will, wird in diesem Buche alle gewünschte 
Auskunft finden. Besonders sei auf den werl- 
vollen Beitrag des berühmten Pädagogen Ker- 
schensleiner über die »Bildungsaulgaben 
des Deutschen Museums« hingewiesen, 

Aufl Wunsch des Herausgebers sei hier 
ein Versehen berichligl, das dem Verl, des 
Aulsalzes über die malhemalischen Samm- 
lungen unterlaufen ist: Die Nachbildung der 
Leibnizschen Rechenmaschine ist nicht, wie auf 
S. 197 irrtümlich angegeben, von der Glashülter 
Uhrenfabrik, sondern von der Firma Grimme, 
Naltalis & Co. A.-G., Braunschweig, ausgeführt 
und gestiftel. In Zeile 19 mub es außerdem 
heißen: »Ferner ist eine Anzahl von Brunsviga- 
techenmaschinen, System Trinks, aufgestellt«. 

Die lauten Feierlichkeiten, mil denen die 
Eröffnung des Deutschen Museums kürzlich be- 
gangen wurde, mögen nicht nach jedermanns 
Geschmack sein. Aber wer durch das Studium 
des vorliegenden Buches Einblick in das Wesen 
der in München geleisteten Arbeit gewonnen 
hat, wird wenigstens darüber beruhigt sein, 
daß die Feste keiner unwürdigen oder unbe- 


deulenden Sache gegolten haben. 
Mises. 598 


ANDREAS S$SPEISER, Klassische Stücke 
der Mathematik. Verlag von Orell Füssli, 
Zürich und Leipzig 1925. 170S. Preis geh. 
7.20 M. 

Dieses von seinem Verleger sehr schön aus- 
sestattete Buch ist von besonderer Eigenart 
und, wie gleich gesagt werden soll, von ganz 
besonderem Reiz für den Leser. Der Heraus- 
geber hat sich zum Vorbild die sogenannten 
»Klassischen Stücke« in der Musik genommen, 
nämlich eine Auswahl technisch leichter, aber 
für den Kenner höchst wertvoller Proben der 
Kunst. Die hier zusammengestellten 24 kurzen 
Abschnitte aus klassischen Werken der Mathe- 
maltik, von Archytas bis Einstein, bilden 
jeder für sich und alle in ihrer Gemeinsamkeit 
eine außerordentlich fesselnde Lektüre  Meh- 
rere Stücke beschäftigen sich mit der philo- 
sophischen Bedeutung der Mathematik, wie sie 
sich in dem Ideenkreis der griechischen Philo- 
sophie gestaltet hat. Ein großer Teil berührt 
aber auch verschiedene Fragen der angewand- 
ten Mathematik, und es ist sehr lehrreich zu 
sehen, wie ein reiner Mathematiker, der den 
ästhetischen Wert und die kulturelle Bedeutung 
seiner Wissenschaft zur Anschauung bringen 
will, hierbei auf Gebiete übergreift, die sich 
heute nicht gerade der größten Achtung beı 
den reinen Mathematikern erfreuen. Das Titel- 
bild, »Das Paradies« von Tintoretto, soll der 
Veranschaulichung von Lehren der Perspektive 
dienen: (nebenbei bemerkt kein günstig gewähl- 
tes Beispiel). Ein Stück gibt das Gesetz der 
sroßen Zahlen in der Darstellung seines Ent- 
deexers Jakob Bernoulli, ein anderes eine 
Bemerkung von Daniel Bernoulli aus dem 
Jahre 1738. die man als eine Idee zur kine- 
tischen Gastheorie auffassen kann, mehrere 
kurze Aufsätze sind astronomischen Problemen 
gewidmet. Einen sehr instruktiven Einblick in 
die Elemente der Zahlentheorie bietet die aus- 
Tührlich wiedergegebene Lösung des sog. Königs- 
berger Brückenproblems durch Euler. 

Das Buch wird jedem Freude machen, der 
Interesse an der Entwicklung und dem Wachs- 
tum der merkwürdigen Gedankenwelt hat. die 
man heute mit dem Namen Mathematik umfaßt, 


Mises. 6937 


Dr. ERICH MOSCH, ©berstudienrat am 
Mommsengymnasium in Charlottenburg. Lehr- 
buch der Physik. Oberstufe. Erstes 
Heft: I. Grundlagen. Il. Von der Wärme. Mil 
89 Abbildungen. Zweites IJleft: Mechanik. Mil 
147 Abbildungen. Verlag von G. Frevtag, G.m. 
b. Leipzig 1925. IX —129 und VI--1468 

Die beiden Hefte umfassen einen Lehrgang 
der Mechanik und der Thermodynamik, bringen 
auch einen Abschnitt über die Grundbegriffe 
der Differentialrechnung, eine Reihe von Zah- 
lentafeln der physikalischen Konstanten und 
einen geschichtlichen Ueberblick über die Ent- 
wicklung der behandelten Gebiete. Schlägt man 
irgend eine Stelle auf, die zu den bekannten 
Schwierigkeiten des Unterrichts gehört, wie 
Trägheitsgesetz, Fliehkraftwirkung, Kreiseltheo- 
rie, Temperäturbegriff, zweiter Hauplsatz usw., 
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so findet man überall klare und vernünftige 
Fassungen, die weit über dem stehen, was in 
den meisten Hochschullehrbüchern an diesen 
kritischen Punkten geboten wird. Ich kenne 
kaum ein deutsches Lehrbuch der Mechanik. 
die berühmtesten mit eingeschlossen, in dem 
über das Trägheilsgesetz etwas so Verständiges 
und Verständliches gesagt würde, wie hier im 
zweiten Heft auf 8.32. Ist man so schon an- 
genehm überrascht durch die vortreffliche Lo- 
sung mancher theoretischen Schwierigkeit, so 
findet man noch einen zweiten und ebenso 
seltenen Vorzug des Buches in der Art und 
Weise, wie die technischen Anwendungen be- 
handelt sind. Auf knapp drei Seiten wird Vor- 
zügliches über das ebene Fachwerk und seine 
Krälftepläne gesagt; in der Wärmelehre wird 
die Wirkungsweise der Kolbendampimaschine 
anhand sachgemäßer Zeichnungen behandelt 
und auch die der Dampfturbinen und Explo- 
sıonsmoltoren dem Leser verständlich gemacht. 
Nur bei der Behandlung der Reibung im zwei- 
ten Heft wären etwas schärfere Formulierun- 
gen angebracht. 

Ich weiß nicht, wie weit dieses Lehrbuch 
auch als ein Maßstab für das, was die Schüler 
wirklich lernen, angesehen werden kann. Jeden- 
falls aber darf! man jede Universität und jede 
Technische Hochschule beglückwünschen, deren 
Hörer mit solchen Kenntnissen ausgestattet, 
wie das vorliegende Buch sie vermittelt, ihr 
Studium antreten. \ises. 59 


JULIAN LOWELL COOLIDGE, Professor 


of Mathematics in Harvard University. An 
Introduetion to Mathematical Pro- 
babilitv. Oxford 1925, Clarendon Press. 


XIT —+215S. 

Das vorliegende Werk teilt mit den meisten 
amerikanischen Lehrbüchern den Vorzug leich- 
ter Verständlichkeit und guter Brauchbarkeit 
für den Leser. Bei einem Buch über Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung sind diese Eigenschaf- 
len ganz besonders hervorzuheben. Außer- 
ordentlich vernünftig und klar ist die Grund- 
legung der Begriffe im ersten Kapital. Hier 
stellt sich der Verf. in entschiedenen Gegensalz 
zu den ebenso weilschweifigen wie unklaren 
Ausführungen des kürzlich erschienenen Buches 
von Kevnes. An die Spitze seiner Defini- 
tionen stellt Goolidge den aus der Erfahrung 
abstrahierten Satz, daß bei gewissen Erschei- 
nungsreihen die relative Hläufiskeit, mit der 
ein Ergebnis auftritt, einem Limes zustrebt, 
wenn die Beobachtungen unbeschränkt fortge- 
selzt werden. Um dann in die üblichen Bah- 
nen der hergebrachten Wahrscheinlichkeits- 
rechnung einzulenken, fügt er weitere Annah- 
men hinzu, durch die die »gleichmöglichen 
Fallex eingeführt werden. Dagegen wäre an 
sich nichts zu sagen, wenn auf diese Weise 
eine vollständige Grundlage für die weiteren 
Deduktionen gewonnen würde. Allein, was im 
zweiten Kapitel als »elementary principles« 
vorgetragen wird, läßt sich nicht ganz auf die 
genannten Axiome zurückführen. die in keiner 
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Weise gestatten, das Multiplikalionstheorem der 
Wahrscheinlichkeiten zu gewinnen. Hierzu ist 
ein Axiom, das irgendwie die »Regellosigkeil« 
der Erscheinungen festlegt, erforderlich. 

In den weiteren Kapiteln, welche die nähere 
Ausführung und die Anwendungen bringen, 
erweisen sich die am Anfange dieser Bespre- 
chung erwähnten Vorzüge. Auf eine klare Dar- 
stellung der Lexis’schen Dispersionstheorie, 
der wichtigsten Grundbegriffe der Fehlertheorie 
auch für zwei Veränderliche) folgt ein knapper 
Abriß der kinelischen Gastheorie und schließ- 
lich eine Zusammenfassung der Lehren der 
Versicherungsreehnung. In diesen Abschnitten 
wird wohl nichts besonders Originelles ge- 
bracht, jedoch stehen die Ausführungen des 
Verfassers weit über dem Niveau der meisten 
heutigen Lehrbücher. 

Die Ausstattung des Buches ist, wie wir dies 
bei englischen Büchern gewöhnt sind, eine ganz 
vortreffliche. Mises. 


K. LENZ, Dipl.-Ing. Die Rechenmaschi- 
nen und das Maschinenrechnen. Mit 
12 Abb. 2. Aufl. Verlag von B. G. Teubner- 
Leipzig. 108 S. 

Die zweite Auflage des vorliegenden Büch- 
leins berücksichtigt die wichtigsten Aenderun- 
gen, die seit Erscheinen der ersten Auflage im 
Rechenmaschinenwesen eingelreten sind. Das 
Buch bietet eine sehr werwendbare Orientie- 
rungsmöglichkeit über die verschiedenen Sy- 
steme, wobei vor allem der Unterschied zwi- 
schen Additions- und Multiplikalionsmaschinen 
hervortritt. Die Vorteile und Nachteile der ein- 
zelnen Typen werden hervorgehoben, so daß 
sich der Leser ohne eingehende Fachkenn!- 
nisse über die auf dem Markt gebrachten 
Rechenmaschinen und ihre Eignung für die 
verschiedenen Bedürfnisse der Praxis orienliert 
sieht. Erschöpfend im Sinne des Fachmannes 
will das Buch nicht sein, auch ist von tech- 
nisch-wissenschaftlicher Darstellung abgesehen 
und das Hauptgewicht auf Allgemeinverständ- 
lichkeit gelegt. 


HH. Pollaczek-Geiringer 58 


Dr. ERWIN MADELUNG, ord. Professor 
der Theorelischen Physik an der Universität 
Frankfurt aM. Die mathematischen 
Hilfsmitteldes Physikers. Zweile ver- 
besserte Auflage. Mit 20 Textliguren. Die Grund- 
lehren der mathematischen Wissenschaften in 
Einzeldarstellungen mit besonderer Berücksich- 
tigung der Anwendungen. Band IV. Verlag von 
Julius Springer, Berlin 1925. XIII--283S. Preis 
1350 M, geb. 15M. 

Die 2. Auflage unlerscheidet sich von der 
ersten durch einige sachliche Verbesserungen 
und einige Zusätze. Von den in der Bespre- 
chung der ersten Aullage 1) bemängelten Stellen 
ist namentlich die Darstellung der allgemeinen 
Relativitälstheorie verbessert worden. 

Mises. 596 


!) Diese Zeitschr. Bd. 5 (1925), S. 177. 
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Dr. WILHELM MÜLLER, Privatdozent in 
Hannover. Dynamik I. Dynamik des Einzel- 
körpers. Mit 70 Figuren. Sammlung Göschen 
902. Verlag von Walter de Gruyter & Co., Ber- 
lin und Leipzig 1925. 1608. Preis 125 M. — 
Dynamik Il. Dynamik von Körpersvslemen. 
Mit 51 Figuren. Sammlung Göschen 905. Verlag 
von Walter de Gruyter & Co., Berlin und Leip- 
zig 1925. 1378. Preis 1.25M. 

Die beiden kleinen Bändchen behandeln in 
knapper Form den üblichen Lehrstoff der Me- 
chanik starrer Körper unter Verwendung von 
Vektorsymbolik und Differential- und Integral- 
rechnung. Auf die bekannten technischen An- 
wendungen, wie Schwungradberechnung, Mas- 
senausgleich usw. wird kurz eing.gangen. In 
theoretischer Richtung geht das Buch bis zur 
Erwähnung der wichtigsten Variationsprinzipe 
und der kanonischen Differentialgleichungen. 
Für denjenigen, der die Grundzüge der Me- 
chanik schon kennt und eine zusammenfassende 
Ableitung der hauptsächlichsten Formeln und 
Gleichungen wünscht, werden die beiden Bände 
ein willkommenes Hilfsmittel sein. 

Mises. 59 


Dr.-Ing. HANS D.BRASCH, Das Ziehen 
unregelmäßig geformter Hlohlkör- 
per. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des 
Ingenieurwesens. Hlerausgegeben vom Verein 
deutscher Ingenieure \VDI-Verlag G.m.b.H., 
Berlin 1925. 338. 

Die mechanischen Vorgänge die bei der Fa- 
brikation gezogener, unregelmäßig geformter 
Hohlkörper auftreten, werden hier einer Unter- 
suchung unterworfen, die weniger auf wissen- 
schaftliche Klärung hinarbeitet, als auf den 
unmittelbaren Nutzen in der Praxis. Demge- 
mäß wird es wohl nur schwer möglich sein, 
aus den reichhalggen Mitteilungen des Verf. 
für die Erkenntnis der Deformalionsvorgänge 
im Sinne der Plastizitätstheorie Nutzen zu 
ziehen. Immerhin muß eine Einblieknahme in 
das Erfahrungsmalerial, das hier zusammenge- 
tragen ist, dem für die Theorie Interessierten 
empfohlen werden. Mises. 593 


M. JACOB und S. ERK, Der Druck- 
abfall in glatten Rohren und die 
Durchflußziffer von Normaldüsen. 
Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des In- 
genieurwesens. Herausgegeben vom Verein 
deutscher Ingenieure. Heft 267. VDI-Verlag G. 
m.b.H., Berlin 19241. 28S. Preis 4M. 

In diesem Ileft wird über die Ergebnisse von 
Versuchen berichtet, die die Verf. mit Unter- 
stützung des Vereines deutscher Ingenieure teils 
in der Ventilatorenfabrik Danneberg & 
Quandt, teils in der Versuchsanstalt für 
Wassermotoren der Technischen Hochschule 
Charlottenburg ausgeführt haben. Der Zweck 
der Versuche war, die Ausflußziffern von Düsen 
so genau zu bestimmen, daß in Hinkunft der- 
artige Düsen für technische Meßzwecke Ver- 
wendung finden können. Dabei wurden die 
Ausflußzahlen selbst nicht etwa durch un- 
mittelbare Mengrenmessungen, sondern durch 
Verwendung von glatten Rohren als »Normal- 


meßgerät« ermittelt, Für die Rohre wurde 
eine empirische Durchflußformel zugrundege- 
legt, die durch 40 Versuche mit Wasser in 
Messingrohren gewonnen wurde, und die einen 
Exponenten von 035 gegenüber dem sonst 
meist verwendeten 025 aufweist. Die Ver- 
suchsergebnisse sind in Zahlentafeln und Schau- 
linien in üblicher Weise dargestellt. 

Mises. 59 


W.L. WOYTINSKY, Die Weltin Zahlen. 
In sieben Büchern. Populäre Darstellung der 
lrgebnisse der Forschung auf allen Gebieten 


der Statistik. Erstes Buch: Die Erde — Die 
Bevölkerung — Der Volksreichtum. Serie po- 


pulärer statistischer Bücher, herausgegeben von 
L. v. Bortkiewicz, o. Prof. a. d. Univer- 
sität Berlin, Rudolf Mosse Buchverlag, Berlin 
1925. XX -- 236S. Preis 20M. 

Der Verf. beabsichtigt, wie ein dem Buch 
beiliegender Prospekt mitteilt in sieben Bän- 
den die Ergebnisse stalistischer Forschung auf 
allen Gebieten des menschlichen Lebens einen 
weiten Leserkreis durch populäre Darstellung 
zugänglich zu machen. Der vorliegende erste 
Band enthält die wichtigsten geographischen 
Zahlen, das Wesentlichste aus der Bevölke- 
rungsstatistik und einige allgemeine Angaben 
über. Volksreichlum und Reichlumsverteilung, 
Das Ziel leichter Verständlichkeit hat der 
Verf, wohl erreicht: Die Zahlentaleln sind über- 
sichtlich und von ausführlichen Erklärungen 
begleitel. Die graphischen Darstellungen, die 
auf 16 farbige Taleln verteilt sind, kann man 
sogar als primitiv bezeichnen: durch riesengroße 
blaue und gelbe Kreise, Dreiecke und Recht- 
ecke werden dem Leser die darzustellenden Ver- 
hältnisse eindringlich vor Augen geführt, Daß 
nicht alles, was in das Buch. aufgenommen 
wurde, strengster Kritik standhält, ist bei dem 
angestrebten Ziel nicht weiter zu verwundern. 
Eine gewisse Lückenhaftigkeit der Zahlen ist 
hauptsächlich auf die Kriegsverhältnisse und 
die dadurch entstandenen politischen Schwierig- 
keilen einzelner Länder zurückzuführen. Sehr 
bedauerlich, gerade in einem für einen größeren 
Leserkreis bestimmten Werk, erscheinen dem 
Referenten einige sprachliche  Entgleisungen, 
wie die Worle »Heirallichkeil« und »Geburi- 
lichkeit«, die in Analogie zu »Sterblichkeit« 
gebildet wurden. Rühmend hervorheben muß 
man die übersichtliche Einteilung des Stoffes. 
die es dem Leser ermöglicht, die richlige Ant- 
wort auf jede ihn inleressierende stalislische 
Frage ohne viel Mühe zu finden. Mises, 509 


C. BACH, Versuche über die Wider- 
standsfähigkeit und die Formände- 
rung gewölbter Kesselböden. Mit dem 
Versuchsbericht der Materialprüfungsanslalt der 
Technischen Hochschule Stuttgart. Mit 95 Abb. 
und 9 Zeichentafeln. Forschungsarbeiten auf 
dem Gebiete des Ingenieurwesens. llerausgege- 
ben vom Verein deutscher Ingenieure. Heft 270. 
Vdi-Verlas G.m.b.IH., Berlin 1925. 468. 

Die Versuche erstrecken sich auf Böden 1. in 
der Form eines Drehellipsoides, 2. einer aus 
zwei Kreisbögen von verschiedener Krümmung 


\ 


(Mittelstück und Krempung) zusammengesetzten 


Nachrichten 


und „. einer von Oberingenieur Klöpper an- 
gegebenen zwischen diesen liegenden Form. Die 
sroßle Beanspruchung tritt stets an der Stelle 
der slärksten Krümmung der Krempung auf 
und zeigt sich deutlich durch Abspringen des 
/Zunders, was als Zeichen dafür anzusehen ist, 
daß die Streckgrenze erreicht oder überschritten 
ist: und zwar erfolgt das Zunderabspringen bei 
den Böden von der Form 2 zuerst, dann folgen 
die der Form 3, und endlich die der Form ] 
in VUebereinstlimmung mit früheren Versuchen, 
der Böden 1 schon seit langem erwiesen haben. 
Dementsprechend sind die Durchbiegungen bei 
I am kleinsten. bei 2 am größten, die bei 3 
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liegen dazwischen, nahe bei 2. Zu beachten 
sind die zusätzlichen (oder Montage-) Spannun- 
ven, die durch Einnietung des Bodens in den 
Zylinder entstehen, und die unter Umständen 
— bei nicht ganz übereinstimmenden Durch- 
messern — erhebliche Erhöhungen der Bean- 
spruchung verursachen können. Der Versuchs- 
bericht enthält genaue Angaben über die Form 
der untersuchten Böden, insbesondere der 
Krempungen, der Versuchseinrichtung und zalıl- 
reiche Bilder über die Ausbreitung der Be- 
reiche, in denen das Zunderabspringen in den 
einzelnen HFällen erfolgte. 

Prag. T. Pöschl. 631 


NACHRICHTEN 


Zweiter Internationaler Kongreß für 
technische Mechanik in Zürich. Entspre- 
chend den auf dem ersten Internationalen 
hongreß in Delft gefaßlen Beschlüssen wird 
der zweite Internationale Kongreß für tech- 
nische Mechanik in Zürich in der Zeit zwi- 
schen dem 12. und dem 18. September d. J. 
stattfinden. Die Vorarbeiten hierzu sind von 
dem Züricher Organisalionskomiltee unter dem 
Vorsitz von Hrn. Prof. Dr E. Meißner 
bereils in Angriff genommen worden. 

An einem Tage derselben Woche wird die 
(esellschaft für angewandle Mathematik „und 
Mechanik ihre Hauptversammlung in Zürich 
abhalten. Besondere wissenschaftliche Vorträge 
sind mit dieser Versammlung nicht verknüpft. 
Selbstverständlich sind die beiden Veranstal- 


lungen -—- die Jahressitlzung der Gesellschaft 
und der Internationale Kongrel völlig un- 


abhängig voneinander. 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. Gründung einer Orts- 
Sruppe Berlin. Der Vorstand der Gesell- 
schaft hat auf Antrag mehrerer Berliner Mit- 
glieder gemäß 38 der Satzungen die Errich- 
tung einer Berliner Ortsgruppe genehmigt. Die 
Ortsgruppe wird alle in Berlin wohnenden 
Mitglieder der Gesellschaft vereinigen und in 
der Regel einmal monatlich eine wıssenschaäft- 
liche Versammlung abhalten. Es ist zunächst 
in Aussicht genommen, die Silzungen gemein- 


sam mit dem Vortragsausschuß für technische 
Mechanik des Berliner Bezirksvereines deut- 
scher Ingenieure abzuhalten. Die Konsti- 
tuierung der Ortsgruppe findet am 29. Januar 
in einer Versammlung statt, in der Hr. Prof. 
Rüdenberg von der Technischen Hochschule 
Berlin einen Vortrag über »Aussendung und 
Empfang elektrischer Wellen« hält. 

Seit der Hauptversammlung in Danzig ist 
die Mitgliederzahl der Gesellschaft, die damals 
195 betrug, in erfreulicher Weise bedeutend 
sestiegen. Zu den 5 neuen Mitgliedern, die 
schon im Jahresbericht angeführt werden 
konnten, sind weitere 53 hinzugekommen. Drei 
Mitglieder, Hrn. Geheimrat Prof. Dr. G. Hes- 
senberg in Charlottenburg, Hrn. Prof. Dr. 
Harpf in Prag und Hrn. Dipl.-Ing. und 
Studienrat H. Winkel in Berlin haben wir 
durch den Tod verloren. Ein Mitglied ist aus- 
getreten, so daß die Mitgliederzahl zurzeit 
>49 beträgt. 639 


Gedächtnisfeier für Felix Klein. Die 
Berliner Mathematische Gesellschaft wird am 
24. April zusammen mit anderen wissenschaft- 
lichen Gesellschaften Berlins eine Gedächtnis- 
feier für Felix Klein veranstalten. Sprechen 
werden die Herren Lorey-Leipzig, Prandtl- 
(‚Ötlingen und Hamel-Berlin. Die Mitglieder 
der Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik sind zu dieser Feier eingeladen. 
Ort und Stunde werden im nächsten Heft 
noch bekanntgegeben. 


Berichtigung 
zu dem Aufsatz »Energiekriterium der Knicksicherheit«, Heft 6 (1925), S. 475 bis 478. 


In Gl. (1) und der weiter unten folgenden Gleichung für die äußere Arbeit As muß der 
Faktor '/a vor dem Integralzeichen fortfallen, da es sich um die Arbeit vorher vorhandener Spannungen 
bei einer unendlich kleinen zusätzlichen Formänderung handelt. 

In Gl. (2) muß deshalb vor das zweite Integral der Faktor !/, gesetzt werden. 

In G]. (3) war dies berücksichtigt. jedoch ist dort der Faktor 2 vor dem Gliede mit r im 
Zähler versehentlich fortgelassen und ist dort einzusetzen. Reißner. 


(Redaktionsschluß 25. Januar 1926.) 
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